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Ein Sandkorn wurdein ein Hausgeweht.
Esliegt dort in einerdunklenEckehintereinemSchrankbein,

unerwischtvom PutzlappenderHausfrau.
Denktnicht,daßessostill daliegt, wie eseucherscheint;

in ihm rasenAtome,umkreisenElektronendie Atomkerne.
WehtederWind dasSandkorn in denWinkel,

damitihm die Gelegenheitwurde,
Erkenntnissezu sammeln?
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Einleitung

GranulareMaterialien,derenprominentesterVertreterSandist, sind in sehrvielen Forschungbe-
reichenvon Bedeutung.Ihr besonderenEigenschaftenmachensie sowohl für die industrielleAn-
wendungbedeutsam,alsauchalsArbeitsgebietin derGrundlagenforschung.Die vorliegendeArbeit
befaßtsichmit dernumerischenUntersuchungvon Granulaten.

Die GrößenskalatypischergranularerTeilchenbeginnt im ��� -Bereichfür feine Sẗaube.Die obe-
renGrenzeliegt etwa im Bereichvon einigenKilometernTeilchendurchmesserfür die Felsbrocken
in denRingendesSaturn[1]. Obwohl manim allgemeinenbei GranulatenimmerangroßeZahlen
von Partikeln denkt,so ist diesnicht notwendig,um interessanteSystemezu erhalten.Schondie
UntersuchungderDynamikeineseinzelnenTeilchensin Kontaktmit einerWand[2–5] kanninter-
essanteErkenntnisseliefern. Einige DutzendMurmeln in einerPetrischalezeigenschonneuartige
Verhaltensweisenwie die sog.Reptationsbewegung[5–8]. Zur UntersuchungkomplexererSysteme
mit Hilfe einerComputersimulationist esnotwendig,hinreichendgroßeTeilchenzahlenberechnen
zu können.Hier ist esdannsinnvoll, durchdie ImplementierungoptimierterAlgorithmendie vor-
handeneRechenzeitbesserzu nutzen.Von besondererBedeutungist auchdie Form derTeilchenin
einemgranularenMedium.Runde,glatteDrageesin einerPharmafirmahabensicherandereEigen-
schaftenalsdie rauhenErzbrocken im Bergbau.Deswegenwurdein demfür dieseArbeit erstellten
Simulationsprogrammauchdie Gestaltder Teilchenmit ber̈ucksichtigt.Ein noch komplizierteres
Verhaltenkannentstehen,wennGranulatenochmit Flüssigkeiten[9–12] oderGasen[13] wechsel-
wirken. Ebensohat die Form der Wechselwirkung zwischenzwei Partikeln einenEinfluß auf das
VerhaltendesGesamtsystems.Kommtzur Kraft aufgrundvon Kollisionennocheineweitereanzie-
hendeKraft [14] hinzu,kannmandenEinflußvon Kohäsionuntersuchen.

Die Arbeit gliedertsichfolgendermaßen:zuerstwird im Kapitel 1 aufdiejenigengrundlegendenEi-
genschaftenvon Granulateneingegangen,die für die untersuchtenSystemevon Bedeutungsind.Im
darauffolgendenKapitel 2 werdendie verwendetenSimulationsmethodenvorgestelltunderläutert.
Dies umfaßtdie physikalischeModellierungder Kontakte,die Auswertungder Simulationsergeb-
nisse,denTestderNumerikunddie verwendetenStrategien,um die Simulationin akzeptablerZeit
durchzuf̈uhren.Die beidenfolgendenAbschnittebefassensich dannmit der Untersuchungzweier
verschiedenerSysteme.Kapitel 3 bescḧaftigt sich mit Scḧuttguts̈aulen;hier wird eineErweiterung
derklassischenTheorievon Janssenvorgestelltundmit Simulationenverglichen.Im Kapitel 4 wer-
dendannSimulationsergebnissebeschrieben,dieeinenEinblick in Sandhaufenermöglichen.Eswer-
denfür dieTheorieninteressanteGrößenuntersucht.Ebensowird versucht,denBlick aufeinebisher
nicht ber̈ucksichtigteGröße,die lokaleDichte,zu lenken.Abschließendwerdendie Ergebnisseder
Arbeit nochmalszusammengefaßtundim Hinblick auf zukünftigeEntwicklungenbewertet.

Dasim RahmendervorliegendenArbeit entstandeneProgrammsystemgc2d wurdesoentwickelt,
daßverschiedenstegranulareSystemeuntersuchtwerdenkönnen.DiesesSimulationssystembesteht
ausdrei Komponentenfür die Beschreibung deszu simulierendenSystems,die Simulationselbst
unddieAuswertungderSimulationsergebnisse.

Die Vorgabedeszu berechnendenSystems̈ubereineBeschreibungssprachesoll eserleichtern,die
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vielfältigenMöglichkeiteneffektiv zu nutzen.Die eigentlicheSimulationselbstgeschiehtdurchein
C-Programmmit demNamengc2d 1, esgabauchdemGesamtsystemseinenNamen.Die Auswer-
tung derSimulationsergebnissemit Matlab, einemProgrammfür die numerischeBerechnungund
graphischerDarstellung,erfolgtdurchselbstentwickelteRoutinen.Dies,zusammenmit denverwen-
detenkomplexen Algorithmen,führte zu einemsehrgroßenUmfangvon mehrals 15.000Zeilen
C-Code,3.000Zeilen Perl-Skriptenund über5000Zeilen Matlab-Routinen.Um die Nutzungdes
Systemsauchfür andereNutzer zu ermöglichen,dient der Anhangals Programmdokumentation.
Eswerdenin denAnhängenB undC die FormatederEin- undAusgabedateienbeschrieben,sowie
im AnhangD dasInterfacezur SkriptsprachePerl. Im AnhangE.3 wird ein graphischer̈Uberblick
über die verwendetenFunktionengegeben.Die weiterenAnhängebeschreibendie verschiedenen
Optionenbei derKompilierungundbeimStartdesProgrammssowie andereprogramminterneDe-
tails.Auf derbeigelegtenCD sindverschiedeneFilme,die einenEindruckvon dervielfältigenNut-
zungsm̈oglichkeit von gc2d geben.EbensofindetsichdorteinelauffähigeVersiondesProgramms.

1DerNamegc2d ist lediglicheineAbkürzungfür “Granulate/ C-Programm/ 2 Dimensionen”.
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Kapitel 1

Granular eMedien

1.1 GrundlegendeEigenschaftengranularer Materie

1.1.1 Einf ührung

In diesemAbschnitt soll eineÜberblick überdie Vielfalt der PhysikgranularerSystemegegeben
werden.DetaillierteBeschreibungenderGrundlagenfür die in dieserArbeit behandeltengranularen
Aufscḧuttungenfolgendannim Abschnitt1.2.

TypischeVertreterfür dieseStoffklassesind beispielsweiseGetreide,Sand,Kies, Tablettenoder
Pellets.Aber auchdie RingedesSaturns[1] oderEisschollenauf demMeer [15,16] könnenals
granularesMaterial betrachtetwerden.Die Verschiedenartigkeit der Materialienläßterahnen,daß
manbei der Untersuchungvon GranulateneineVielzahl von Arbeitsbereichenzu ber̈ucksichtigen
hat.

Bezeichnung Korngr̈oßenbereichin mm
Blöcke über200
Steine über63bis 200
Kies über2 bis 63
Sand über0.06bis2.0
Schluff über0.002bis 0.06
Tonkorn unter0.002

Tabelle1.1: Korngr̈oßenverteilungvon SandnachDIN 4022/1.Für Kies, SandundSchluff gibt es
jeweils nochEinteilungenin grob,mittel undfein.

JenachGrößehabenverschiedeneKräfteeinenEinflußaufdie Partikel.

Bei sehrkleinenPartikeln(Staub,Feinkorn) ist derEinflußvonanziehendenoderabstoßendenWech-
selwirkungenaufgrundvonLadungennochvonBedeutung.AuchdasdiePartikel umgebendeMedi-
ummußber̈ucksichtigtwerden.EineeinfacheAbscḧatzung,wie schnelleinderartigkleinesTeilchen
in Luft fällt, zeigt dasProblem.Nimmt manfür dasPartikel die Kugelformmit ����� ��� undder
Dichte �	�
������� ����� an,sogilt mit derStokes-Reibung ��� ��� ��� ��������� �� �

�  � �"!$#  �% �&� . Als
quasistation̈areLösungfür hinreichendlangeZeiten

� '$( ���*),+*- erḧalt manalso��� � �'�. ���*)
� � /

.

Bei etwas größerenPartikeln (typischerweise01� mm) kann der Einfluß der Luft in bestimmten
Systemenvernachl̈assigtwerden.Dies gilt naẗurlich nicht, wennein Luftstrom überdasGranulat
streicht;dabeikanneszur BildungDünenundRippelnkommen.
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Abbildung 1.1: Die physikalischeBeschreibung einesgranularenSystemsgeschiehtauf mehre-
ren Ebenen.Bei der Simulationmit gc2d werdenEigenschaftender mikroskopischenEbene
(Masse,Form, etc.) vorgegeben.Die Simulation liefert als ErgebnisseDaten im mikroskopi-
schenBereich(z.B.Kräfte).DurchMittelungüberkleine/großeVolumina,erḧalt mandannmeso-
/makroskopischeGrößen.Durchdie in Abschnitt2.3 beschriebeneAuswertungkannmandann
beispielsweisedieSpannungstensorenbestimmen.(aus[22])

Die Bagnold-Zahl[17]

2 � � 3 4 � �576�8:9 59<;%>=@? (1.1)

gibt Auskunft dar̈uber, ob mandasGranulatals reineFlüssigkeit mit einerkorrigiertenViskosiẗat
betrachtenkann.Dabeibeschreibt

4
die KonzentrationderTeilchenin einerFlüssigkeit mit derdy-

namischenViskosiẗat %>=@? . 9 59<; ist die vorgegebeneScherrate,� �5 die Dichteund A derDurchmesser
derPartikel. Für Bagnoldzahlenkleinerals40 dominiertdie Fluidviskosiẗat, im Bereichgrößerals
450 dominiertdie Kollision derKörner. TeilchendieserGrößekönnenabernochdurchelektrosta-
tischeKräfte beeinflußtwerden.Untersuchungenvon Scheffler [18] befassensich mit den dabei
entstehendenFragestellungen.

Bei Teilchenim BereichvonMillimetern bishin zuvielenMeternkönnenlangreichweitigeWechsel-
wirkungenim allgemeinenvernachl̈assigt1 werden.Diesist derBereich,für dendie in dieserArbeit
vorgestellteSimulationkonzipiertwurde.Die TeilchenwechselwirkennurdurcheinenStoß,zus̈atz-
liche Kräfte, wie Adhäsionaufgrundvon Luftfeuchtigkeit oder Ölbeimengungen[19–21] können
ber̈ucksichtigtwerden.

Auch wennmanGranulatezuerstmit großenPartikelzahlenassoziiert,soist auchdie Untersuchung
der Wechselwirkung einzelnerPartikel miteinanderoder mit dem Untergrund wichtig. Auch Sy-
stememit wenigenTeilchenzeigeninteressantePḧanomene.In Abbildung 1.1 unterteiltJägerdie
Forschungsbereichein einemikroskopische,einemesoskopischeund einemakroskopischeEbene.
Die Übergangvon der mikroskopischenauf die mesoskopischeEbeneist Aufgabevieler Unter-
suchungen.An ersterStelle stehthierbei eine detailliertesVersẗandnisder Reibung [23] und der
Stoßvorgänge.Dabeiwird dasGleitenoder Rollen einesPartikels auf einerUnterlagebetrachtet.
Dippeletal. [2,3,24–26] habendieBewegungeinereinzelnenKugelaufeinerrauhen,schiefenEbe-
neuntersucht.Eswurdegezeigt,daßesdabeiverschiedeneFormenderBewegung(Abbremsenbis

1Entscheidendist dabeieigentlichdasVerḧaltnisderGravitationskraftBDCFEHGJI undderzus̈atzlichwirkendenKraft.
In meinemBesitzbefindlicheStyroporkugelnmit ca.4 mm Durchmesserzeigenein deutlichvon elektrischenLadungen
undderLuft dominiertesVerhalten.
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zumStillstand,konstantemittlereGeschwindigkeit oderbeschleunigteBewegung)gibt, die von der
ReibungundderEnergiedissipationbeimStoßabḧangen.Untersuchungenzursogenanntenstick-slip
BewegungbeimZieheneinesBlocksübereineOberfl̈achewurdenvon Elmer[27,28] durchgef̈uhrt.
Ein einzelnesTeilchenin einerTrommelzeigteinSchwingungsverhalten,mit demsichverschiedene
Kraftgesetzeuntersuchenlassen.Dabeizeigtsich,daßzur Beschreibung dieseseinfachenFalls das
CoulombscheReibungsgesetznicht ausreichendist [5,29]. Schereret al. habendie Bewegungvon
wenigenKugelnin einergeschwenktenSchaleuntersucht[6–8,29]. Hierbeizeigtsich,daßsicheine
UmkehrderBewegungsrichtungabḧangigvom FüllgraddesBeḧaltersergibt. Man kanndabeiden
Übergangvon derBewegungeinzelnerTeilchenzur Bewegungbeobachten.

H. Jägerbezeichnetdie beidenExtremf̈alle einesschnellenScherflussesundderkompaktenruhen-
denTeilchenanordnungals “alive state”und “deadstate”.Eine SystemkanndurchexterneKräfte
angeregt werden.Dissipationund Reibung entziehenihm Energie und bringenes zur Ruhe.Das
Problemist, daßder Übergangals eineFunktionder Dichte durcheinengroßenBereichmetasta-
biler Systemeerfolgt. Hier ist die DichtederPartikel großgenug,um durchgegenseitigeBlockade
denÜbergangzu verlangsamen.Als FolgekanndasSystemsehrleicht ”einfrieren”, alsoin einem
metastabilenBereichhängenbleiben.DasVerhaltendesSystemswird irreversibelundhysteretisch,
abḧangigdavon ab, wie starkdasSystem“gekühlt” oder “geheizt” wird. Jägerbezeichnetdiesen
Zustandalsglasartig[22].

Bei der technischen/physikalischen Bedeutungvon Granulatengibt esein breitesSpektrumanMö-
glichkeiten. Die Geowissenschaftenbescḧaftigen sich schonseit Tausendenvon Jahrenmit Gra-
nulaten;der Ausspruch“. . . auf Sandgebaut”findet sich schonin der Bibel. Aussagenüber die
Tragf̈ahigkeit desUntergrundesermöglicheneserst,HochḧauserundBrücken zu konstruieren,die
auchstandfestsind.Auch derTransportvon Granulatenist von großertechnischerBedeutung.Die
Fördertechnikbescḧaftigt sich mit dendabeiauftretendenProblemen.Die Physikbegannsich erst
deutlichsp̈aterfür dieseMaterialienzu interessieren,wie Arbeitenvon Coulomb[30] überdie Rei-
bung,Faraday[31] überSandauf einerschwingendenPlatteundReynolds[32] überdie Dillatanz
zeigen.ReynoldsbeispielsweisebeschriebdieDillatanz,alsodieVolumenzunahmeeinesGranulates
beiScherung.In denletztenJahrenhatdasInteressedannsehrstarkzugenommen.Dieshängtsicher
mit derzunehmendenLeistungsf̈ahigkeit derComputerzusammen,aberauchmit derVereinfachung
derBildanalyse,sodaßgranulareSystemstörungsfreiuntersuchtwerdenkönnen.

Die ForschungangranularenMedienber̈uhrt auchandereForschungbereiche.Die Ähnlichkeit von
fließendemSandund demAutoverkehr ist schonseit einigenJahrenThemaeinerKonferenzreihe
unterdemNamen“Traffic andgranularFlow” [33,34].

Bak, Tang,Wiesenfeldführtenein Modell [35,36] einesSandhaufensals ein Paradigmafür die
selbstorganisierteKritikalit ät ein(sieheAbschnitt1.2.2).Frette[37] untersuchtedieLawinenbildung
für Reis in einer Hele-Shaw Zelle, also einemquasizweidimensionalenSystem,und fand dieses
Verhalten.

All dieszeigt,daßGranulateaufgrundihrerVielfalt einanspruchsvolles,vielseitigesForschungebiet
sind.Da esunmöglich ist, dieganzeVielfalt derSystemegleichzeitigbearbeitenzu wollen,mußdie
Art desSystemsfestgelegt werden,dasbeschriebenwerdensoll. In dervorliegendeArbeit werden
Systememit denfolgendenEigenschaftenbehandelt:

1. zweidimensionaleSysteme

2. keinelangreichweitigenWechselwirkungen.

3. Reibung,Kohäsionwerdenber̈ucksichtigt.

4. RauheundglattePartikel sollenunterschiedenwerden.
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5. Die Partikel sindelastisch,nichtplastisch,undkönnennicht brechen.

6. beliebigeGrößenverteilungen

AufgrunddieserVorgabenkönnendievomSimulationsprogrammzuerfüllendenForderungenange-
gebenwerden:

1. Kräftewirkennurbei Kontakten.Berührensich2 Teilchennicht, ist die Kraft zwischenihnen
Null.

2. Die Partikel werdendurchPolygonebeschrieben.EinegroßeZahlvonEckennäherteinglattes
Teilchenbeliebiggenauan.

3. Eine hinreichendgroßeZahl an Partikeln mußberechnetwerden,um physikalischrelevante
Systemesimulierenzukönnen.

Die zweiteunddritte Forderungzusammenführenzu einemProblemmit derRechenzeit.Typische
Simulationenin dieserArbeit berechnenzwischen3000und 10000Teilchenbei etwa ����K bis ���*L
Zeitschritten.Dabeikannmansichdie speziellengeometrischeEigenschaften(sieheAbschnitt2.4)
derPartikel zunutzemachen,umschnelle,effizienteAlgorithmenzuentwickelnundzurAnwendung
zu bringen.

1.2 Granular e Aufschüttungen

1.2.1 Böschungswinkel

Scḧuttet manein gewöhnliches,trockenesGranulatauf eineEbene,so entstehtein Haufen.Diese
Tatsacheist als solcheeigentlichschonbemerkenswert.Eine Flüssigkeit würdezu einemdünnen
Film zerfließen,begrenztnur durchseineOberfl̈achenspannung.Ein Festk̈orperwürdeseineForm
bis aufelastischeundplastischeVerformungenbeibehalten.

Die Oberfl̈acheeinesSandhaufensscheintauf Skalen,die größerals der typischeTeilchendurch-
messersind,eineglatteKurve zu sein.Der Winkel, dendie Oberfl̈acheeinesSandhaufensmit dem
Untergrundeinschließt,heißt“Böschungswinkel” oder“angleof repose”.DieserWinkel ist einety-
pischeGrößedesverwendetenMaterials.Am einfachstenist danndie Form einesSandhaufenszu
bestimmen,derauf einerPlattemit einerbestimmtenForm aufgescḧuttet wird. Dabeientstehtdann
derKörper, derunterderVoraussetzung,daßdie Oberfl̈achedenBöschungswinkel hat,maximales
Volumenhat.Auf einerrundenScheibeist diesbeispielsweiseeinKegelundaufeinerquadratischen
Grundfl̈acheeinevierseitigePyramide.

Nach Herrmann[38] gibt esnoch keineTheorie,mit der mandenBöschungswinkel für einebe-
stimmteGranulatsorteausdessenmikroskopischenEigenschaftenwieGröße,Form,Oberfl̈achenrau-
higkeit, Restitutionskoeffizient undElastiziẗatsmodulberechnenkann.In derselbenVeröffentlichung
wird ein Modell vorgestellt,welchesden Böschungswinkel für ein vereinfachtesSystembestim-
menkann.Eswird angenommen,daßdie Oberfl̈achedesSandhaufensauseinzelnenStufenbesteht.
Springtnunein Teilchenmit derEnergie MON eineStufehinunter, hatesanschließenddie Energie

MQPN �
RSMON !UTWVYX � Z (1.2)
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Abbildung 1.2: NumerischbestimmteWertedesBöschungswinkels [ in Abhängigkeit derFunktion\^] )7__ für �W�
��`ba ( c ), 0.5( d ), 0.7( e ) und0.9(f ). Dabeiist � derRestitutionskoeffizientenund
\

die HöhederStufen(aus[38]).

wobei � der Restitutionskoeffizient ist und TWV der Energiegewinn aufgrundder Höhe der Stufe.
In einemrealenSandhaufenkannein herabrollendesKorn in einemlokalenEnergieminimumlie-
genbleiben.Dieswird durcheineEnergiebarriere

\
beschrieben.Wennalso M P N 0 \

ist, bleibt das
Teilchenliegenunderḧoht stattdessendie Stufe.Die beidenParameter� und

\
fassendanndie mi-

kroskopischenParameterzusammen,wobei � denStoßzweierTeilchencharakterisiertund
\

das
AnhaftenanderOberfl̈achedesHaufens.

NumerischeUntersuchungen[38,39] ergebendasin Abbildung1.2dargestelleVerhalten.Die Stufen
sindArtefaktedesModells,daaufeinemquadratischenGittersimuliertwurde.DerallgemeineTrend
ist aber, wennentwederbei jedemSprungviel Energie dissipiertwird (kleines� ) oderdie lokalen
Minima sehrgroßsind(großesU), dannsteigtderBöschungswinkel. DasgenannteModell läßtsich
auchanalytischberechnen,wobeimanannimmt,daßsichderHaufenin einemstation̈arenZustand
befindet.Diesstellt gewisseBedingungenandieEnergiendereinzelnenStufen,diedannnichtmehr
wachsenoderschrumpfendürfen.EinegenaueAbleitungfindetsich in [38,40]. Interessantist, daß
sichdiesesModell auf ein Ising-Spinglasmit langreichweitigerWechselwirkung abbildenläßt.Die
Hamiltonfunktionist dann:

g � N
\ -hNi� �j

Nlk m
n R<o pq��rDo X RS-ON ! � X RS-hm ! � X Z (1.3)

wobei - N ��st� unddieWechselwirkung

n Rvu X �
RS�����*w X �*x (1.4)

ist.

Einer Stufeentsprichtin diesemModell ein Spin mit -hN"� ! � . MON ist die Wechselwirkungsenergie
desSpins.DerBöschungswinkel y entsprichtderMagnetisierungderSpinketteundU demexternen
Magnetfeldz . DiesesModell wurdevon BakundBruinsmagel̈ostundbesẗatigt die Ergebnisseder
Numerik.
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Abbildung 1.3: Geometriezur BestimmungderBöschungswinkel y}yh~ und yh�

(a) Abhängigkeit desBöschungswinkels ��� von
der Dicke der Hele-Shaw Zelle � und demTeil-
chendurchmesser�

(b) Abhängigkeit der Böschungswinkel ����� und ���
vonderZellenbreite�

Abbildung 1.4: Experimentvon Graselliin einerHele-Shaw Zelle (aus[38])

Die AngabeeinesBöschungswinkels ist abernicht ausreichend,um echteSandaufscḧuttungenzu
beschreiben.DazumußmandasVerhalteneinesechtenSandhaufensansehen.Man scḧuttet Mate-
rial auf und die Neigungder Oberfl̈achenimmt zu. Irgendwann ist der Winkel y / erreichtund die
Oberfl̈achesetztsichin BewegungundkommterstbeieinemzweitenWinkel yh� zumStehen.Schon
Bagnoldzeigtedies[17] undbestimmteT y��
y / �$yh� . �*�D� j � ; y / heißtderstatische(staticangle
of repose)und yO� derdynamischeBöschungswinkel (dynamicangleof repose).

Man mußber̈ucksichtigen,daßderHaufeneineausreichendeGrößehabenmuß.Sonstist derdurch
die Winkel y / und yh� eingeschlosseneBereichso eng,daßdort keineTeilchenPlatzfinden.Dann
kannsichkeinegroßeLawineausbildenunddieArt derLawinenbildungändertsich[41]. EineBasis
von ungef̈ahr30 Partikeln kannalstypischeMindestgr̈oßeangenommenwerden.

Die Experimentevon Grasselli[38,42] sindauszwei Gründeninteressant.Erstenswurdendie Ver-
suchein einervertikalenHele-Shaw Zelledurchgef̈uhrt, derenDickevariiertwurde.Damitkannder
EinflußderWändebeimÜbergangvon einemquasi2-zweidimensionalenzu einemdreidimensiona-
len Experimentuntersuchtwerden.

In Abbildung1.4(a)siehtman,daßderBöschungswinkel mit zunehmenderDickederZelleabnimmt.

2Die Reibungmit denWändenhatEinflußaufdasVerhaltendesSystems.
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DerEinflußderWändeist beiSystemen,derenDickeungef̈ahrdemTeilchendurchmesserentspricht,
sehrgroß. Deswegen ist ein Vergleich dieserSystememit echt zweidimensionalenSimulationen
schwierig.Die Reibung zwischendenPartikeln und derGlasplattewird bei denSimulationenum-
gangen.Die ExperimentezeigenaußerdemeinenZusammenhangzwischendenkritischenWinkeln
und der innerenStruktur beziehungsweiseder EntstehungsgeschichtedesHaufens.Das Granulat
wurde in die Hele-Shaw Zelle am Randeingef̈ullt, so daßnur ein “halber” Sandhaufenentstand.
Dannwurdeein kleinesLoch an der Unterseiteder Zelle gëoffnet, so daßdasMaterial langsam,
ohneLawinen,ausfließenkonnte.Wie in Abbildung1.3 dargestellt,entstandendamit zwei weitere
Böschungenmit denWinkeln y ~ und yh� . Dabeiist ausAbbildung1.4(b)ersichtlich,daßdurchg̈angigy�0�yO��0
yh~ gilt. Ein Erklärungsansatzkönntein derStrukturierungdesMaterialsdurchdenvorher-
gehendenAufscḧuttungsprozeßgesuchtwerden.

Ein weitererkritischer Winkel yh� tritt auf, wenn man dasGranulatam Fließenhält. Dies wird
bewerkstelligt,indemesin einerhorizontalenTrommellangsamum die Längsachsegedrehtwird
(z.B. [43–48]).

Im allgemeinengibt es also mehrerekritische Winkel, die zus̈atzlich noch durch Kohäsion[49],
DichtedesSystems[50] undandereParameterbeeinflußtwerdenkönnen.

1.2.2 Lawinenbildung

Eng verbundenmit demPḧanomendesBöschungswinkels ist die Bewegungvon Partikeln auf der
Oberfl̈acheeinesGranulates.Dabeitretentypischerweisezwei Bewegungsmusterauf: entwederein
einzelnesTeilchenbewegt sichüberdieOberfl̈achedesSandhaufensoderaberdasbewegteTeilchen
lösteineLawineaus.

Bei derBewegungeineseinzelnenPartikels übereinerauheFlächegibt esnachExperimenten[51,
52] undtheoretischenArbeiten[2,3,24–26] dreiBereiche:

1. DasTeilchenverliert bei jederKollision Energie undbleibt irgendwannliegen.

2. Das Teilchenerreichteinenstation̈arenZustand:im Mittel verliert es durch die Kollisione
genausoviel Energie,wie esdurchseineAbwärtsbewegunggewinnt.

3. Die Zeit zwischendenStößenwird immer länger, die Spr̈ungedesTeilchenswerdenimmer
größer. Dabeinimmt dieGeschwindigkeit linearzu.

Ein schematischesPhasendiagrammist in Abbildung1.5dargestellt.Ein erweitertesSystemwurde
von Quartieret al. [53] untersucht.Dabeiwird derUntergrunddurchKugellagerersetzt,sodaßdie
“Beweglichkeit” einerSandoberfl̈ache,dasAbrollen der Körner, genauerrepr̈asentiertwird. Diese
Systemeals Modell für die Oberfl̈acheeinesSandhaufenshabendort ihre Grenzen,wo dassich
bewegendeTeilchengenugEnergie hat,um weitereTeilchenausderOberfl̈acheherauszul̈osen.

Wenn es eine kollektive Bewegung von vielen Sandteilchengibt, spricht man von einer Lawine.
Da diesein einemrelativ großenBereichdasMaterial umlagern,könnensie die innereStruktur
einesSandhaufensver̈andern.Interessantist dabei,wie tief eineLawine wirkt undob lawinenartige
Umordnungsvorgängeauchim InnereneinesSandhaufensstattfindenkönnen[54].

Bei denExperimentenmit Lawinenin dünnenSandschichtenkonnteAguirre[55,56] zeigen,daßdie
GrößedesBöschungswinkels für Systeme,die tiefer alsetwa 10 Lagensind,nicht mehrbeeinflußt
wird. Auch andereDatenzeigen,daßdieseine typischeGrößeder Lawinen in demuntersuchten
Systemist.
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θ

R/r

A

B

C

Abbildung 1.5: Phasendiagrammder BewegungeinesTeilchensauf der schiefenEbene.Auf der
Abszissewird dasVerḧaltnis der Kugelgr̈oße � zur Oberfl̈achenrauhigkeit � der Ebeneaufge-
tragen,auf der Ordinatedie Neigung y der EbeneBereichA: DasTeilchenkommt zur Ruhe.
BereichB: DasTeilchenbewegt sichmit einerkonstantenmittlerenGeschwindigkeit BereichC:
DasTeilchenwir beschleunigt.(nach[3])

Daerr[57–59] untersuchtedie AusbreitungeinerLawine in einerdünnenGranulatschichtauf einer
rauhenUnterlage.Dabeizeigtsich,daßdieLawineabeinembestimmtenNeigungswinkel zus̈atzlich
auchbergaufẅartslaufenkann.Außerdemwurdein dieserArbeit dieFormderFrontuntersucht.

AllgemeineretheoretischeModelleversuchendie zeitlicheEntwicklungderOberfl̈acheeinesSand-
haufensV Rvu�Z�� X unterverschiedenenAnnahmen[60,61] zuberechnen.Daswohl bekanntesteModell
von Bak,TangundWiesenfeld[35,36] diskretisiertzus̈atzlichdie Ortsvariablen.Man hateinenzel-
lulärenAutomatenmit denRegeln:

� Rvu�Z�� X1� � Rvu�Z�� X ���YZ (1.5)� Rvu�s���Z�� X1� � Rvu�s���Z�� XD! ��Z (1.6)� RvuqZ��Hs�� X1� � Rvu�Z���sU� XD! ��Z (1.7)

falls � Rvu�Z�� X größerals ein kritischerWert K ist. Der Wert z entsprichtdabeider lokalenSteigung
einesSandhaufens.Für die RänderdesSystemsgilt � ��� , wasbedeutet,daßdie “Teilchen” dort
“herabfallen”. Das Systemwird mit einer zufälligen Anfangsbedingung� ( �

initialisiert und
entwickelt sich dannin einenstation̈arenZustand;für alle � RvuqZ�� X gilt � 0 �

. Um die Dynamik
zu untersuchen,stört mandasSysteman zufälligen PositionenRvu�Z�� X . Die dabeientstehendenLa-
winenkönnenauf allenGrößenskalenauftreten(

]= -Rauschen).DiesesModell ist dasParadigmader
“Self-OrganizedCriticality”. Ein ähnlicherzellulärerAutomatvonNishimori[62,63] beschreibtsehr
anschaulichdie Bildung der verschiedenartigenDünenund ihre Wanderungin einerWüste.Diese
Modellesind für die Ziele dieserArbeit nur sehrschweranwendbar, dasiekeineAussagëuberdie
innereStruktureinesSandhaufenstreffen.DakeineKräfteim InnerendesHaufensbeschriebenwer-
den,ist esnichtsinnvoll, Aussagen̈uberSpannungstensorenoderDruckverteilungenzutreffen,ohne
vorherweitereAnnahmenzu machen.

Interessantist in diesemZusammenhangnocheineArbeit vonAlonsoundHerrmann[64], in dersie
die Form desFußeseinesSandhaufensbeschreiben.Lawinen,die auf einemSandhaufenabgehen,
werdenja am EndedesAbhangsvom Untergrund aufgehalten.Die Oberfl̈achetrifft nicht exakt
unterdemWinkel y denUntergrund,sondernhateinenAusläufer. Aus ÜberlegungenzumFlußder
Teilchen��R VYX undderForderung,daßderHaufenwährenddesWachstumsimmerstation̈arseinsoll,
folgt alsProfil uqR V�X
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u�R VYX � V � � V[ !����¡  ¢ V �V ` (1.8)

Dabei ist V � die HöhedesHaufensan der Spitze, [ der Reibungskoeffizient und ��� die typische
horizontaleEntfernung,bevor ein Teilchenauf derOberfl̈acheliegenbleibt.Zur Steigungaufgrund
desBöschungswinkelskommtalsonochein logarithmischerKorrekturtermhinzu.

1.2.3 Gr ößen–Segregation

Bei derHandhabungeinerMischungvonunterschiedlichengranularenMaterialien(Größe,Reibung,
Rauhigkeit) gibt eseinenEffekt, derdie Ergebnissestarkbeeinflussenkann.Die verschiedenenPar-
tikel desGranulatesentmischensich.

DasklassischeBeispiel für die Entmischungist die Frage“Warumliegenim Müsli die Nüsseim-
meroben?”und führt zumbekanntestenProblem,demBrazil-Nut-Effekt. Wennmanein Granulat,
dasausvielen kleinenPartikel und einigengrößerenbesteht,in einemBeḧalter vibriert, so ist es
möglich, daßdie großenPartikel nachobenwandern,selbstwenn sie einehöhereDichte als die
kleinenPartikel haben.BeispielsweiseuntersuchtenJägeret al. [22,65] mit NMR-Mesungenden
Aufstieg vonKaffeebohnenin MohnsamenundkonntenGeschwindigkeitsprofileim InnerendesSy-
stemsbestimmen.K. Aoki [66] zeigtesehranschaulich,daßin diesenSystemenKonvektionsrollen
auftreten.Diesesollenin bestimmtenSystemenfür denTransportvon Teilchenan die Oberfl̈ache
verantwortlich. Duran[67] untersuchtedie Wechselwirkung zweierPartikel in einerderartigenVer-
suchsanordnung.Wennim Abschnitt4 ein SandhaufendurchVibrationver̈andertwird, somußman
dieAmplitudederVibrationsoklein wählen,daßdieserEffekt nicht auftritt.

Als weiterenEffekt gibt esdieEntmischung,wennmaneinenmit einemGranulatgefülltenZylinder
um seineLängsachsedreht.Dabeisind zwei Formenzu unterscheiden,die axialeSegregationund
dieradiale.Bei derradialenSegregationentstehteinKern,in demsichdanneineSortedesMaterials
ansammelt.Bei deraxialenSegregationentstehenStreifen,in deneneineSortedesMaterialsgeḧauft
auftritt. Ristow untersuchtemit SimulationendasGeschwindigkeitsprofil [43,68] in einerderartigen
Trommel,bestimmtemit Hilfe von NMR die Geschwindigkeit, mit dersichderKernausbreitet[69]
undzeigtedenEinfluß derRöhrenendenauf dasSystem[43]. Ein ähnlicherEffekt kannauchauf-
treten,wennmanein Material in einenBeḧalterfüllt. Károlyi et al. zeigtenmit derSimulationeines
zellulärenAutomaten,daßsich einebidisperseMischungvon Teilchenbeim Einfüllen in ein Silo
entmischenkann,wennmandie Teilchennichtmittig, sondernseitlichzuführt [70].

Derwohl optischreizvollsteEffekt derEntmischungist dieStratifikation[44,72–76].Ein großfl̈achi-
gesStreifenmusterentsteht,wennsicheineMischungzweierunterschiedlicherPartikel lawinenartig
hangabẅarts bewegt und dabeivon einersich hangaufẅarts bewegendenSchockfrontabgebremst
wird. Dadie im Abschnitt4 simuliertenHaufenmit dergleichenMethodeaufgescḧuttetwerdenwie
in denExperimenten,mußtebeachtetwerden,ob eszur Streifenbildungkam.Köppezeigt [71] ein
Phasendiagramm,dasdie Bereichebeschreibt,in denenStreifenbildungbeobachtetwerdenkann.

1.3 Druckverteilung unter granularen Aufschüttungen

Die Druckerverteilungauf demUntergrundeinesSandhaufensist nicht eindeutigbestimmt.Typi-
scherweisezeigenkegelförmigeSandhaufenein deutlicheslokalesMinimum im Druck direkt unter
der Spitze(siehe1.7). Der Druckabfall kannbis zu 50% desMaximaldrucksbetragen[77], hängt
abersehrstarkvon derArt desverwendetenMaterials[78] unddessenGrößenverteilung[79] ab. Es



12 GranulareMedien

Plate Width (mm)

a) b)

Abbildung 1.6: a) Bilder derStratifikationbei Sandhaufen.b) Phasendiagrammfür dasAuftreten
derStratifikationin Abhängigkeit vom PlattenabstandundderFlussrate.(aus [71])

gibt aberauchMaterialien,derenDruckminimasehrähnlichsind,zumBeispielSeesandundeinebe-
stimmteSorteDünger[80,81]. Die FormdesSandhaufensspielteinegroßeRolle,keilförmigeSand-
haufen(Dünen)habenbisherin denExperimentenkeinen[82,83] odereinensehrkleinen[77] sog.
Dip gezeigt.DieserUnterschiedkanndurcheineMittelung entlangder Düneerklärt werden[84].
Die Effekte,die aufgrundderEigenschaftendereinzelnenKörnerwie Form,Reibung,Oberfl̈achen-
rauhigkeit undanderenentsteht,sinddagegensehrviel komplexer.

Die Schwierigkeitenbei derBeschreibung von Granulatenresultierenabernicht nur ausdenMate-
rialeigenschaftender einzelnenPartikel, sondernauchausdenentstehendenStrukturen.Der Mag-
deburgerDom ist ausSandsteinbl̈ocken errichtet.In einemHaufenSandsteinbl̈ocke habenzwar die
Partikel die gleichenEigenschaftenwie die erstegothischeKathedralenördlich derAlpen,aberdie
EigenschaftenalsGanzessindvöllig unterschiedlich(naẗurlich ganzabgesehenvondenästhetischen
AspektendiesesVergleiches).Im folgendensolleneinigeeinfacheModellvorstellungen für denin-
nerenAufbau einesSandhaufensunddie darausresultierendenDruckverteilungengezeigtwerden.
EntsprechendeSimulationenzueinigendieserBeispielefindensichim Abschnitt4.1.

Abbildung 1.8(a) zeigt daseinfachsteModell, dessenDruckverteilungauchdem entspricht,was
man intuitiv erwartet.EinzelneSteinewerdenübereinandergeschichtet, der Druck wird senkrecht
nachuntenabgeleitet.SolcheDruckverteilungenerḧalt manbei Sandhaufen,die schichtweiseauf-
gescḧuttetwurden(sieheAbschnitt4.2.1)undalsModellefür Dämmedienen[83].

Daszweite(Abbildung1.8b)Modell ordnetdie Partikel auf einemGitter soan,daßdie Partikel ihr
Eigengewicht aufdiebeidenunterenNachbarngleichm̈aßigverteilen.Die Partikel amBodentragen
dannalle jeweils gleichvielLast,derDruck amBodenist konstant.Wichtig ist, daßderUntergrund
dannauchdieKräftein Tangentialrichtungaufnehmenmuß.WennmandenWinkel desHaufensver-
kleinert,indemmaneinzelneTeilchenanderOberfl̈acheentfernt(siehe1.8c),umfaßtderkonstante
Bereichzwar nicht mehrdenganzenHaufen,bleibt abervorhanden.Einegenaueremathematische
BehandlungdiesesModellsfindetsichbei Hong[86]. MolekulardynamischeSimulationen[87,88]
zeigten,daßdieseanalytischenResultatemit der Simulation,abgesehenvon einerAbrundungdes
Druckverlaufesdurchdie endlicheElastiziẗat, sehrgut übereinstimmen.

DasdritteModell (Abbildung1.8d)setztdenSandhaufenausSẗabenzusammen,umeinensogenann-
ten“f alschenBogen”zu bilden.Die KräftewerdendannnurentlangderSẗabeweitergeleitetundin
derMitte ist derDruck gleichNull. Die Vorstellung,daßGranulateeinzelneSẗabebilden,erscheint
auf denerstenBlick etwaseigenẗumlich. Die verschiedenenBilder derKraftnetzwerke in dieserAr-
beit zeigenaber, daßdie Kräftesichtats̈achlichaufPfadenfortsetzen,diedenSẗabenähnlichsehen.
Dreht mandie Sẗabeso,daßsie einenanderenWinkel habenals derBöschungswinkel, soentsteht
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Abbildung 1.7: ExperimentelleBestimmungderDruckverteilungeines
(oben)von einerpunktf̈ormigenQuelleausaufgescḧuttetenSandhaufens
(unten)untereinemgeschichtetenSandhaufen.(aus[85])

eineDruckverteilungmit einemDip (Abbildung1.8e).Ein ähnlichesBild zitierenauchWittmer et
al [89], die auf Edwardsund Oakeshott[90] verweisen.Eigentlich ist die Art und Weise,mit die-
serAnordnungDruck zur Seiteabzuleiten,schondeutlichälter. Die altenÄgypterhabenmit dieser
MethodebereitsihrePyramiden(Abbildung1.8f) gebaut,wobeisieim InnerenzurVersẗarkungver-
steckteWändeeinsetzen,die die Lastvon derin derMitte befindlichenGrabkammerwegleiten;die
falschenBögenwurdenauchüberderGrabkammerselbsteingesetzt.Pyramidenhabteneineähnli-
cheFormwie Sandhaufen,auchneigenmanchePyramiden,wie beispielsweisediejenigein Medun,
gelegentlichzur Lawinenbildung.Trotzdemsind dieseBauwerke mit einemBöschungswinkel von
56� und ihrer regelmäßigeninnerenStruktur (vergl. Abschnitt 4.1) keine geeignetenModelle für
Sandhaufen.

DurcheineLinearkombinationdieserModelleläßtsicheinefastbeliebigeDruckverteilungrealisie-
ren.KommtdannnochdiezufälligePositionierungderTeilchenundderKräftehinzu,soexistiertein
riesigerParameterraum,derdie a-priori Auswahl einesModellssehrschwermacht.ErstdasWissen
überdie innereStrukturvon Sandhaufenmit einemDip in derDruckverteilungerleichtertdabeidie
Auswahl.

Auf der Tagung“Physicsof Dry GranularMedia” 1997 in Cargèsegabeseine intensive Diskus-
sion überdie Modellierungvon granularenMedienund denzugeḧorigenRandwertproblemen.Im
Zentrumstanddabeiein Ansatzvon Wittmer, CatesundClaudin[89,91–94], derdaslokaleDruck-
minimum zu erklärenversucht.Dabei werdenAnnahmenüber die Spannungenim Innereneines
Sandhaufensgemacht,die anschaulichmotiviert werdenkönnen.DieseAnnahmensind aberex-
perimentellnur sehrschwer[95] zu verifizieren.Bishergibt esnur wenigeexperimentelleMetho-
den,um Kraftnetzwerke zuvisualisieren.MankanndieSpannungendurchdenphotoelastischenEf-
fekt [96,97] sichtbarmachenodermit derMethodevonTsoungui [98] arbeiten,beiderdieKontakt-
flächegemessenwird. DieseMethodenbietenabernochnicht die Möglichkeit, sehrgroßeSysteme
mit unterschiedlichenTeilchenquantitativ zu untersuchen.Dies motivierte zu denUntersuchungen
anSandhaufendurchSimulationen.
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b)

f)e)

c) d)

a)

Tomb chamber

0      5      10    15 mOblique auxiliary walls

3 Layers of large blocks 

Abbildung 1.8: “Einfache” Modelle, um dasInnereeinesSandhaufenszu beschreiben.f) zeigt
schematischdasInnereeinerägyptischenPyramide.
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Abbildung 1.9: KoordinatensystemnachWittmer [89]

Um die Simulationsergebnisseim Abschnitt 4 werten zu können,sollen hier kurz die Theorien
von Wittmer et al. vorgestelltwerden.In ihren Veröffentlichungen[89] werdenvier verschiedene
Lösungsans̈atzefür einzweidimensionalesSystemuntersucht.

Da dasModell in denOrginalarbeitenauf 3 Dimensionenerweitertwird, werdenZylinderkoordina-
tenverwendet(sieheAbbildung1.9).DerUrsprungliegt in derSpitzedesHaufens,� zeigtsenkrecht
nachunten.Die Dichte � wird als konstantangenommenund gleich 1 gesetzt.Im mechanischen
Gleichgewicht gilt dann

£ _¥¤>_¦_ ! £�§ ¤¨_ § � � (1.9)£ _&¤¨_ § ! £¥§ ¤ §©§ � � ` (1.10)

Man hat alsozwei Gleichungenfür drei Unbekannte.In einemelastischenFestk̈orperhat manals
dritte,konstitutiveGleichungdasHookescheGesetz,welchesSpannungundVerformungzueinander
in Beziehungsetzt.Bei einemGranulatscheinteinesinnvolle DefinitioneinerVerformungabernicht
immer möglich. Vielmehrwird versucht,dasSystemaufgrundder Reibung an denKontaktenzu
verstehen.Die Reibung gibt abernur einenMaximalwert für die Scherungan, die ein einzelner
Kontakttragenkann.

Wittmer et al. nehmennunan,daßauf einerLängenskalagrößeralsdie Einzelteilchenein Zusam-
menhangzwischendermittlerenReibungunddenNormalkr̈aftenbesteht.Dadurchrechtfertigtsich
dieAnnahme,daßdiefehlendekonstitutiveGleichungeinenZusammenhangzwischendeneinzelnen
KomponentendesSpannungstensorsdarstellt.FolgendeAnforderungenwerdendabeigestellt:

1. Die Gleichungist lokal.

2. Die lokaleAnordnungunddieKontaktederPartikel soll wiedergespiegelt werden.

3. Die konstitutivenGleichungsollendie Entstehungsgeschichte desMaterialsber̈ucksichtigen.

4. Ab demZeitpunkt,an demein Bereichüberdecktist,ist die Entstehungsgeschichte zu einem
Abschlußgekommenund die konstitutiven Gleichungkönnensich nicht mehrändern.Witt-
meretal. sprechenhier von einemperfektenGed̈achtnis.

Zu bemerkenist hier, daßWittmer denBegriff derkonstitutivenGleichungetwasandersbenutzt,als
normalerweisëublich.Die vorgeschlagenenkonstitutiven Gleichungensindnicht nur blossvon den
Materialeigenschaftenabḧangig,sonderngeltennur für dasErgebniseinesbestimmtenProzesses.
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Für die weitereRechnungwird nocheineSkalenvariable ª$� _ ' � �U�i«<¬ ¢F�� ben̈otigt, sieist gleich
0 im ZentrumdesHaufensund1 anderOberfl̈ache;dabeiist  derBöschungswinkel desHaufens.

Aus derAnnahme,daßanderOberfl̈achegeradedasMohrscheStabiliẗatskriteriumgilt3 (IFSRand-
bedingung),kannmandannfolgern,daßdie KomponentendesSpannungstensorsanderOberfl̈ache
gleichNull sind:

¤>_¦_ RSª®�
� X � ¤ §Q§ RSª���� X � ¤>_ § RSª®��� X �
� (1.11)

Die Stabiliẗatsbedingunglegt gleichzeitigauchnoch dasVerḧaltnis der KomponentendesSpan-
nungstensorsin derNähederOberfl̈achefest

 b¯b°±³² ] ¤>_
§ RSª X

¤ _¦_ RSª X � «<¬ ¢	 (1.12)

 b¯b°±�² ] ¤>_¦_ RSª
X

¤ §Q§ RSª X � �� ! j «<¬ ¢ 8  � %*´ (1.13)

undergibt dannanbzw. nahederOberfl̈achealsWinkel derHauptachsendesSpannungsellipsoidesµ ��R·¶ 8 � qXS¸
j
.

Im nächstenSchrittwird eineSkalenanalysedurchgef̈uhrt. Dabeinimmt manan,daßeskeineaus-
gezeichneteLängenskalaim Systemgibt; dieGrößenordnungderTeilchensoll klein genugsein,um
nicht von Bedeutungzusein.Für Gleichung1.10wird eineLösungderForm

¤ N¹m�� ��� -hNºm�RSª X (1.14)

gesucht.DieseRSF-Skalierung(RadialStressField)zusammenmit derForderungnachderLokalität
ergibt alsallgemeinstenAnsatz

¤>_¦_¤>_ § ��»¼R ¤>_ §¤ §Q§ Z·ª
X ` (1.15)

Die AnnahmedesperfektenGed̈achtnissesdesSandhaufensführt dazu,daßdie Funktion » nicht
von ª abḧangendarf,also

¤>_¦_¤ _ § �
»¼R ¤¨_ §¤ §Q§
X �
»¼R \ X mit

\ RSª X � ¤¨_ §¤ §Q§ (1.16)

Für ein derartiges»¼R \ X gilt, ist der Winkel
µ

der HauptachsedesSpannungstensorsgegen die
SenkrechtederOberfl̈acheimmergleich

µ RS� X ��½¿¾
R  � j qXS¸ � ` (1.17)

Nun zu deneinzelnenModellen.DasersteModell IFE (Incipient Failure Everywhere) nimmt an,
daßdie Bedingung,daßdasMaterial an der Stabiliẗatsgrenzeist, nicht nur an der Oberfl̈achegilt,
sondernim ganzenHaufenerfüllt ist. Esgilt dann

»	R \ X � �À�Á�Â  R Â ¯ ¢ 8 �! � X s j Â ¯ ¢	 ����R \ À�Á « �X 8 (1.18)

DiesesModell zeigtfür ¤ §©§ kein lokalesMinimum.

DasBCC-Model(Bouchaud-Cates-Claudin) nimmt an,daßdie DiagonalelementedesSpannungs-
tensorszueinanderproportionalsind.

3Diesbedeutet,daßdieOberfl̈achegeradenichtamAbrutschenist.
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»¼R \ X � % (1.19)

Aus der IFS-Annahmefolgt außerdem% � % ´ . ¤ §Q§ hat hier im Innerenein ebenesPlateau,aber
keinenDip.

DasFPA-Modell (FixedPrincipalAxis) postuliert,daßdie Orientierung
µ

derHauptachsenim In-
nerendesSandhaufensimmergleichist. Aus derIFS-Annahmefolgt dann

µ �Ã½Ä�Å�}� j \ «<¬ ¢Æ
unddamit

»¼R \ X �
��� j \ � �<ÇÈ (1.20)

Aus demBöschungswinkel als einzigenMaterialparameterergibt sich dannein Druckverlauf, der
einendeutlichenDip zeigt.

Die FPA-Annahmeist ein Spezialfall desOSL-Modells(OrientedStressLinearity), daswiederum
eineVerallgemeinerungdesBCC-Modellsdarstellt.Anstatt im KoordinatensystemRv�&Z �>X einePro-
portionaliẗat der Diagonalelementezu fordern,wird nur angenommen,daßdies in einemum den
Winkel É gegendieVertikalegedrehtenKoordinatensystemR � Z ÇÈX gilt.

¤¨Ê�Ê � � ¤ �Ë� (1.21)

Damit folgt dann

»¼R \ X � % !�� \ (1.22)

wobeidann

% � � �Ì«<¬ ¢ 8 É�Í� � «<¬ ¢ 8 É und � �
j R � ! � X «<¬ ¢ 8 É�Í� � «<¬ ¢ 8 É (1.23)

gilt. DerSpezialfall % � % ´ und � �
� entsprichtdemBCC-Modell, % �
� und � �
� j «<¬ ¢Æ ergibt
dasFPA Modell.
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Wittmer et al. stellendanndie Gleichung1.10in derForm

R £¥§ ��� ] £ _ X R £¥§ ��� 8 £ _ X ¤ N¹m}�
� (1.24)

mit � ] k 8 � ]8 R � s � 8 ! � % X dar.

Für die LösungenunterscheidetmandeninnerenªÎ0t�
'hÏ'

undeinenäußerenBereich

'hÏ' 0Ðª . Mit
derAbkürzung

-hÑ"� �� 8 � � ��� % (1.25)

gilt dann

¤ §©§ � - Ñ RS�Í�Uª X RS�Ò� �ÈX (1.26)

¤>_¦_ � -OÑ&RS�Í�Uª X % � (1.27)

¤¨_ § � - Ñ RS�Í�Uª X % (1.28)

im Innerenund

¤ §Q§ � - Ñ �Ò��� ]� ] RS� ] � � ª X (1.29)

¤>_¦_ � -OÑ �Ò��� ]� ] % � ] (1.30)

¤ _ § � -OÑ �Ò��� ]� ] % ª (1.31)

im Außenbereich.

Im Abschnitt4 sollendie Winkel der HauptachsendesSpannungstensorsmit diesenErgebnissen
verglichenwerden;dazuwerdendie Eigenvektorenvon ¤ N¹m bestimmt.

Im Außenbereichhabendie Eigenvektorenvon ¤ Nºm die Form

M ] � �Ó ] R  Z �ÈX und M 8 �
Ó 8 R  Z �ÈX� (1.32)

undsindsomitunabḧangigvon S.Darauskannmanfolgern,daßderWinkel derHauptachsenkon-
stantist, zusammenmit derIFS-Bedingungergibt sich

µ R
'hÏ' 0
ª®0
� X �
R·¶ 8 � qXS¸

j
.

Im Innenbereichist
µ

nur beim FPA-Modell konstant.Bei den anderenModellen ist der Winkel
abḧangigvon ª .

1.4 Ausblick auf die Dynamik von Granulaten

Die bisherigenAbschnittebeziehensichaufdiejenigenBereichedergranularenMedien,diewichtig
für die vorliegendeArbeit sind.Bei denbeschriebenenSystemenhandeltessichum statischeSyste-
me,zumTeil erzeugtdurchlangsamesFließenderTeilchen.Diesist abernureinTeil dervielfältigen
Fragestellungen,die esbei derForschungzu Granulatengibt. In derDynamikvon Granulatengibt
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a) b) c) d)

Abbildung 1.10: VerschiedeneDünenformen,simuliertmit demzellulärenAutomatenvon Nishi-
mori. a) Wanderd̈unenb) Sicheld̈unenc) seif Dünenundc) sternf̈ormigeDünen(aus[63] )

a) b) c) d)

Abbildung 1.11: Musterauf derOberfl̈acheeinesvibrierendenGranulates.a) Quadrateb) Streifen
c) Hexagoned) Oszillonen(aus[100])

esnochvielfältige Probleme,bei denenFluktuationen,Intermittenzund Instabiliẗateneinewichti-
ge Rollen spielen.Um denFormenreichtumgranularerSystemzu zeigen,solleneinigeBeispiele
vorgestellterwähntwerden.

DassicherlichbekanntestePḧanomenausdemBereichderGranulateist dieBildungvonDünenund
Rippeln.Der Grundlagenzu diesemForschungsgebietwurdenvon Bagnoldin seinemBuch [99]
“The Physicsof Blow SandandDesertDunes”gelegt. Die EntstehungdervielfältigenFormenund
ihrezeitlicheEntwicklungbirgt nocheineVielzahlanunverstandenenProblemen.

Zur Musterbildungkanneskommen,wennmaneinedünneSchichtausKugelnvibriert. Ein anf̈ang-
lich flachesBett ausBronzekugelnzeigt dannStrukturenwie Faraday-Instabiliẗat oder Rayleigh-
Taylor, die ähnlichjenenvon anderenstrukturbildendenSystemensind.Dabeikönnenauchlokali-
sierteStrukturenentstehen,diesogenanntenOszillonen(sieheAbbildung1.11).

Die Untersuchungstarkverd̈unnterGranulatebzw. granularerGaseist ein weiteresfruchtbaresFor-
schungsgebiet.Es tretenverschiedeneinteressantePḧanomeneauf, wie beispielsweisedie Bildung
von Clustern,StrukturbildungundSchockwellen.Ein kleinesBeispielfür denEffekt derClusterbil-
dungfindetsichim Abschnitt2.5.5.

Eine Schilderungaller Effekte würdedenRahmendieserArbeit sprengen.Eine Einführungbietet
derBandder Sommerschule“Physicsof Dry GranularMedia” [101], die Konferenzb̈ande[23,33,
34], dasBuch von Duran[102] und speziellzu granularenGasen[103]. Ein Teil der Effekte kann
bereitsjetzt mit demProgrammsystemgc2d untersuchtwerden.Im folgendenkonzentriertsichdie
vorliegendeArbeit aufgranulareAufscḧuttungenausTeilchenvariablerForm.
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Kapitel 2

Simulationsmethoden

Mit derEntwicklungleistungsstarker ComputeretabliertsichdieSimulationalsdrittesStandbeinder
Physik.Abbildung2.1zeigt,wie Allen undTildesley [104] dieRollederComputersimulationin der
Physiksehen.DurchdenVergleichvon ExperimentundSimulationläßtsichdasderSimulationzu-
grundeliegendeModell besẗatigen.DannkannmanausderSimulationweitereErkenntnisseziehen,
diedabeihelfen,eineTheoriezuentwickeln undzutesten.KomplexeSimulationenwie dasin dieser
Arbeit vorgestellteSystemsind zus̈atzlich im Grenzgebietzur Numerik/Informatikangesiedelt,da
dasLaufzeitverhaltendie GrößederuntersuchbarenSystemebegrenzenkann.

2.1 VerschiedeneMethodenzur Simulation von Granulaten

EssollenverschiedeneMethodenvorgestelltwerden,mit denenmanein SystemgranularerMedien
oderbestimmteTeilaspektedavon simulierenkann.Zuerstsollenbei einigenMethodendie Grundi-
deenkurz beschriebenwerden.Außerdemwird diskutiert,warumsienicht zur Anwendungkamen.
Im nächstenAbschnittwird schließlichdie verwendeteDiskrete-Elemente-Methodeerklärt.

gleich
Ver-

Ver-
gleichgranulat

Modell-

Theorie

Simulation

reales

Modellierung

Granulat
Experiment

theoretische
Vorhersage

exp.
Ergebnis

exakte Lösung

des Modells

Theorie
Test der

Modells
Test des

Abbildung 2.1: Die Verbindungvon Experiment,TheorieundSimulationnach[104]
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2.1.1 AbstrahierendeMethoden

Eine Möglichkeit bei der Simulationist, die Teilchenebenenicht zu ber̈ucksichtigen,sonderndas
GranulatalsKontinuumzubeschreiben.Die besonderenEigenschaftendesGranulateswerdendurch
geeigneteMaterialgesetzeber̈ucksichtigt.Beispielsweiseist in derGeotechnikdie Finite-Elemente-
Methodeein bewährtesHilfsmittel für quasi-statischeSysteme.Auch derschnelleFluß einesGra-
nulateskanndamituntersuchtwerden.Auf weitereDetailsderkontinuumsmechanischen Modellie-
rungfestk̈orper- oderflüssigkeits̈ahnlicherSystemesoll nichtweitereingegangenwerden,daimmer
Stoffgesetzezur Beschreibung ben̈otigt werden.Geradediesesollenaberdurchdie Simulationun-
tersuchbargemachtwerden.

Bei derBeschreibungderPḧanomenologieeinesgranularenSystemssindzelluläreAutomatennütz-
liche Werkzeuge.Dabeiwird die kontinuierlicheNaturdesRaumsdurchauf einemGitter angeord-
netegleichartigeZellenunddieZeit durchfesteZeitintervalle abstrahiert.DiesediskreteStrukturist
einederwichtigstencharakteristischenEigenschaften.JedeZellekannnur in bestimmtenZusẗanden
sein1, im einfachstenFall nur, ob sichein Sandkorn andieserPositionbefindetodernicht.Die Ent-
wicklung einerZelle hängtdannnur nochvon denZusẗandenderNachbarzellen2 ab. Die Wahl der
Regeln für dieseZustands̈anderungenist daszentraleElementder Simulation.Einer der besonde-
renVorzügederzellularenAutomatenist die Geschwindigkeit, mit derdie Simulationenberechnet
werdenkönnen.Die im allgemeinensehreinfachenRegeln müssenin einergroßenMatrix nur lo-
kal angewandtwerden.Die SimulationderEntstehungundBewegungvon Sicheld̈unen[62,63] ist
einesderscḧonstenBeispielefür die Simulationvon Granulaten.Allerdingsvereinfachenzellulare
Automatendie Kraftberechnung̈uberm̈aßigstark,sodaßdie Berechnungvon Kraftnetzwerken und
Spannungsverteilungen nicht mehrsinnvoll erscheint.

Ein Modell, dasdie geometrischenBeschr̈ankungenbei der Bewegung sehrstark betont, ist die
von Baumann[46,47] verwendete“Bottom-to-Top-Restructuring” Methode.DieseMethodewurde
haupts̈achlichzur Untersuchungvon Größensegregationin verschiedenenSystemen(Aufscḧuttung,
rotierendeTrommel)verwendet.Dabeibewegt sich ein Teilchenauf der Oberfl̈acheso langeent-
langdergrößtenSteigunghangabẅarts,bis esin einemlokalenMinimum festsitzt;die Berechnung
von Kräftenerfolgt nicht. Die Kräfte werdennur nochabstraktdurchdie GeometriedesSystems
ber̈ucksichtigt.

EinebeeindruckendeTeilchenzahlbeiderSimulationvonGasenerreichtmandurchdieNutzungvon
“Direct SimulationMonte Carlo” [105]. Müller [106–108] erweitertedieseMethodeauf granulare
Gase.Dabeiwird die DynamikdereinzelnenPartikel sehrstarkidealisiert.DieseMethodekommt
ähnlichwie die ereignisgesteuerteMolekulardynamikohneKraftberechnungenausundeignetsich
gleichzeitighervorragendzur Parallelisierung.DabeiwerdenBewegungundKollision derTeilchen
vollständigentkoppelt.Durchdie ZusammenschaltungzweierCray T3E (StuttgartundPittsburgh)
konnten1,759,165,695Teilchensimuliertwerden.

2.1.2 Diskrete-ElementeMethode

Zur Untersuchungvon Gasenund Flüssigkeiten wurdenSimulationsmethodenentwickelt, die auf
derUntersuchungderindividuellenBewegungdereinzelnenTeilchenberuhen[104].DieseMethode
heißtMoleculardynamics(MD). Dabeiberechnetmandie TrajektoriejedesMolekülesoderAtoms
der Simulation.Erstmaligauf die Untersuchungvon GranulatenwurdedieseMethodein den70er
JahrenvonCundallundStrack[109] angewandt.Natürlich berechnetmannichtmehrdieBewegung

1MancheSimulationengeheninzwischenvondiskretenWertenfür dieZus̈andezuGleitkommazahlenin deneinzelnen
Zellenüber.

2WelcheZellenalsbenachbartbetrachtetwerden,hängtvonderArt derSimulationab.
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Abbildung 2.2: Duran[102] stellt in einemähnlichenDiagrammdie EreignissealseinzelneZeit-
punktedar. Bei Simulationen,die ein Ergebnismit ruhendenTeilchenliefern, könnenKontakte
aberauchsehrlangedauern.Erläuterungenzum “inelastischenKollaps” werdenim Abschnitt
2.1.2.1,zu den“verlorenenKontakten”in Abschnitt2.1.2.2gegeben.

einzelnerAtome,sonderndiekleinsteEinheitist einSandkorn.Für dieseArt derSimulationhatsich
der Name“discreteelementmethod” (DEM) eingeb̈urgert. Prinzipiell gibt es keinenUnterschied
derMethoden,aberbei Simulationenfür GaseundFlüssigkeitenhatmanmeistenslangreichweitige
Wechselwirkungen,beiGranulatentypischerweisenurkurzreichweitige,dochauchhiergibt esAus-
nahmen,wennmanelektrischgeladeneTeilchenuntersucht[18]. Ausgehendvon denNewtonschen
Bewegungsgleichungenmußmanfür jedesPolygonderSimulation

� N�ÔÕ N��UÖÍN ! Ê
m�× ] Ö�N¹m (2.1)

Ø N Ô N��
Ù¡N ! Ê
mh× ] ÙiN¹m (2.2)

lösen.Dabeisind Õ N und  N Ort undWinkel desPolygons.Als Teilcheneigenschaften hatmanderen
Masse� N unddasTrägheitsmoment

Ø N . Ú³N ist dieSummeallerexternwirkendenKräfte,meistensnur
die Gravitation. Für dieseArbeit wird angenommen,daßeskeineexternenDrehmomenteÙiN gibt.
DarausergebensichaberkeineEinschr̈ankungen,sodaßmanbei Bedarfauch ÙiN"Û�Å� setzenkann.Ö Nºm ist die Kraft, die auf dasi-te Teilchenvom j-ten Teilchenausgëubt wird. Es gilt Ö N¹m ����Ö m�N .
Drei- oderMehrteilchenkr̈aftewerdenvernachl̈assigt:Ö Nºm·ÜÝÜÝÜ  ¾
� .
DurchdieseVereinfachungenfolgt ausdenGleichungen2.1und2.2dann

� N�ÔÕ N � � N �Æ! Ê
m�× ] Ö N¹m (2.3)

Ø N Ô N�� Ê
mh× ] ÙiNºm�` (2.4)

2.1.2.1 EreignisgesteuerteDynamik

Zu ErklärungderereignisgesteuertenDynamik(ED, eventdriven)gehtmansinnvollerweisevon ei-
nemsehrstarkverd̈unntengranularenSystemaus(siehez.B. Abbildung 2.42(b)).Dabeibewegen
sichdie Partikel zwischenzwei Kollisionenfür relativ langeZeit, vom Blickpunkt derzeitschrittge-
steuertenMolekulardynamikausgesehen,nurbeeinflußtvonderGravitation,unddiesaufeinfachen,
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analytischzug̈anglichenTrajektorien.Mannimmtnunan,daßdieZeit für dieKollision zweierParti-
kel unendlichkurz ist. Diesbedeutet,daßmandieKugelnalsunendlichhartannimmt.Die Kollision
wird durcheinenKollisionsoperatorbeschrieben,der ausdenGeschwindigkeitenund der Position
die GeschwindigkeitennachdemStoßberechnet.

DerAlgorithmusist dannsehreinfachundelegant.Wir startenzumZeitpunktt:

1. BerechnedenZeitpunkt� ' dernächsteKollision einesTeilchenpaares

2. BerechnedieneuePositionallerTeilchenfür dasZeitintervall T ���Î� ' �Ì�
Õ N Rv� ' X � �j�Þ T � 8 !�ß N Rv� XST � ! Õ Rv� X (2.5)ß N�Rv� ' X � Þ T � !�ß N�Rv� X (2.6)

3. BerechnedieKollision von Teilchenp und r
ß PNlk m �UÖ�R Õ N Z Õ m Z ß N Z ß m X (2.7)

4. setze���Î� '
5. Springezu 1.

Die Art, wie die BerechnungderKollision erfolgt, bestimmtdie physikalischenEigenschaften.Auf
Detailssoll nicht genauereingegangenwerden,siefindensichunteranderemin [3,102,110] undin
vielenArtikeln in [23,33,34,101].

Der großeVorteil von ED ist, wie manim Beispielin Abbildung2.2sieht,daßmanmit sehrgroßen
Schrittendie Bereicheüberspringt,in denensich nichtsereignet.Damit ist esdannmöglich, sehr
großePartikelzahlenund/odersehrlangeZeitenzu simulieren.

Die Anpassungder Zeitschrittean die stattfindendenEreignisseführt allerdingsauchdazu,daßes
umsomehrKontaktepro Zeitraumgibt, je dichterdasSystemist; derAlgorithmuswird langsamer.
Der Fall des“inelastic collaps” ist der schlimmstm̈ogliche Fall. McNamaraet al. zeigten,daßes
möglich ist, bei bestimmtenKonstellationenin einemgranularenGas[111–114] in einemfesten
Zeitraumunendlichviele Kollisionenzu haben.Der AlgorithmuskanndannüberdiesenZeitpunkt
nichthinausrechnen.Erstdurchzus̈atzlicheErkennungsalgorithmenvonLuding[113] kannmandas
SystemüberdieseGrenzehinwegsetzen.Die sinkendeEffizienz bei steigenderDichte bleibt aber
erhalten.

DieAnnahme,daßdieKontaktzeitunendlichkurzist,bedeuteteinweitereGrenzefürdieseMethode.
Es ist nicht möglich, ruhendeKontaktezu haben.Systeme,in denenein Klotz auf einerUnterlage
wie Abschnitt2.5.1ruht,sindnicht simulierbar.

NebendiesenmethodenbedingtenNachteilengibt esauchnochein numerischesProblem,wennED
aufPolygoneangewandtwerdensoll. Für zweiKugelnp und r mit denRadien�àN und ��m berechnet
manüber[3]

o Õ N�Rv� ! �SN¹m X � Õ m<Rv� ! �¦N¹m X oh��RS��N ! �àm X �
� (2.8)

denZeitpunkt �SN¹m der Kollision. Wie im Abschnitt2.4.3gezeigtwird, ist die BerechnungdesAb-
standszweierPolygoneaberäußerstaufwendig:für beliebiggeformteTeilchenwürdedieszu einer
deutlichenSteigerungderRechenzeitführen.

ED ist damit nur danndie MethodederWahl, wennmanverd̈unnteSystem,z.B. vibrierte Schich-
ten[100,115] undgranulareGaseuntersuchenmöchte.
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2.1.2.2 ZeitschrittgesteuerteMethode

Im RahmendieserArbeit wurdedie zeitschrittgesteuerte Methode(“time driven”, TD) verwendet.
Dabei löst mandie Gleichungen2.3 und 2.4 mit einemDifferentialgleichungslöser in festenZeit-
abschnittenT � . Für gc2d wurdedasPredictor-CorrectorVerfahrennachGear[104,116,117] ver-
wendet.Eine Beschreibung diesesDifferentialgleichungslösers findet sich im AnhangF. Er bietet
hoheStabiliẗat undhatvor allemdenVorteil, daßdieEnergieguterhaltenwird [118].Diesheißt,daß
derLösernicht durchnumerischeFehlerEnergie zuführt.GleichzeitigterlaubtdasVerfahrenrelativ
großeZeitschritte,wasderGeschwindigkeit derSimulationzugutekommt.

Andersals beim ED ist jetzt die Kontaktzeitnicht gleich Null, sondernendlich.Der Differential-
gleichungsl̈oserben̈otigt dieaufgrundderKontaktewirkendenKräfte.DieseKraftberechnung(siehe
Abschnitt2.2.2)bestimmtwie bei derED die physikalischeRelevanzdesSystems.

Die Wahl desZeitschrittesist von entscheidenderWichtigkeit. Um die Programmeffizienz zu stei-
gern,solltederZeitschrittnaẗurlich möglichstgroßsein.Andererseitsben̈otigt derDGL-Lösercirca
10Schritte,um eineKollision korrektzubeschreiben.

Die Obergrenzewird wie folgt abgescḧatzt: da die Kontaktkr̈afte wie ein harmonischerOszillator

modelliert sind, kann man ausder Eigenfrequenzá ´ � � die Zeitdauereiner halbenPeriode
berechnenunddamitdenZeitschrittabscḧatzen:

T ��â ����Wã
� ä  (2.9)

Dabeiwird als Masse� die desleichtestenPartikels angenommen.DieseAbscḧatzungist nur für
rundlicheTeilchenbrauchbar. Werdenlange,dünneTeilchensimuliert, berechnetman besserfür
jedesTeilchenp denmaximalenRadius��N desKreises,dersichin dasPolygonumdenSchwerpunkt
einbeschreibenläßt.Mit demkleinstenRadius� � N Ê wird die Obergrenzevon T�å mit � �U� 8� N Ê  �
abgescḧatzt.Dadie Kontaktzeitauchvon derTeilchenformabḧangt,sinddiesnurObergrenzen.Zur
KontrollemußdieSimulationmit kürzerenZeitschrittendurchgef̈uhrt werden,danursoüberpr̈ufbar
ist, ob dasSystemstabil arbeitet.Aus der festenWahl derZeitschritteresultierenaberaucheinige
typischeProbleme:

Wennder Zeitschrittzu großgewählt wird, kannessein,daßKontakte,die kürzerals T � dauern,
übersehenwerden(sieheAbbildung2.2).Dabeigibt eszwei Extremf̈alle: die ersteMöglichkeit ist
ein streifenderKontakt,wie beispielsweisebei denSimulationenin Abschnitt2.5.2.Wenndieser
Kontaktdannnursokurzdauert,daßer übersehenwürde,ist derFehler, denmandabeimacht,nicht
sehrgroß.Bei den Untersuchungenin Abschnitt 2.5.2 konntedieserBereichgar nicht gefunden
werden.

Die zweite,sehrviel problematischereSituationliegt vor, wennein Teilchenso schnellwird, daß
esmittenin ein anderesTeilchenhineinspringt.Dadurchsteigtdie Gesamtenergie desSystemsdra-
matischan,esexplodiertregelrecht.Dasbedeutetaber, daßein derartigerFehlerim Endzustanddes
Systemsdeutlichsichtbarist. Die Gefahr, daßderFehlerunentdecktbleibt, ist gering.

Die zeitschrittgesteuerte Diskrete-ElementeMethodeist sehrgutgeeignet,umstatischeunddynami-
scheSystemehoherDichtezuuntersuchen.DasVerfahrenzeichnetsichdurchgroßeZuverlässigkeit
undRobustheitaus.AusdiesemGrundwurdeeszurUntersuchungderin dieserArbeit vorgestellten
Systemeverwendet.
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Abbildung 2.3: a) ZulässigeTeilchenformenb) Unzul̈assigeTeilchenformen,die Polygonesind
nichtkonvex odernurStreckenc) Bestimmungderzufällig generiertenTeilchendurchPlazierung
derEckenaufeinerEllipse

2.2 PhysikalischeGrundlagen der Simulation

2.2.1 Gestalt und Eigenschaftender Partik el

Der Versuch,einenHaufenausGlasmurmelnzu bauen,wird zwangsl̈aufig scheitern,da Teile des
Haufensabrollen.Um in derzweidimensionalenSimulationrealistischeHaufenzuerzeugen,gibt es
typischerweisezweiAlternativen.Entweder, manstellt die TeilchenalsKreisedarundschr̈anktden
Rotationsfreiheitsgrad künstlichein odermanversucht,rauheTeilchenzusimulieren[48,119–121].

Für dievorliegendeArbeit wurdediezweiteMöglichkeit gewähltundalsFormderzusimulierenden
TeilchenPolygoneverwendet.Dabei ergebensich einige Herrausforderungen,die bei der Simu-
lation von Scheibennicht auftreten:die ModellierungdesKraftgesetzeswird schwierigerund der
Rechenaufwandsteigtdeutlichan.WerdengeeigneteKraftgesetze(Abschnitt2.2.2)und effiziente
Algorithmen(Abschnitt2.4) verwendet,bekommt manein zuverlässigesWerkzeug,um granulare
Systemezu untersuchen.

Für die simulierbarenPolygonegibt esnurzwei Beschr̈ankungen:

1. DasPolygonhatmindestens3 Ecken.

2. DasPolygonist konvex.

Die ersteForderungist naheliegend,wenndie Art derKraftberechnungber̈ucksichtigtwird. Wie in
Abschnitt2.2.2erläutertwird, ist die Abstoßungbei Kontaktproportionalzu derFlächedesÜber-
lappszweierPolygone.StreckenoderPunktealsTeilchensinddannnichtsinnvoll, dadie Überlapp-
flächeimmergleichNull wäre.DamitwürdeaufdiesePartikel keineKraft aufgrundvonKollisionen
wirken. Die zweiteForderungist eineEinschr̈ankungdesAlgorithmus zur Abstandsbestimmung,
gewährleistetaberaußerdem,daßeszwischenzweiTeilchennureinenKontaktbereichgibt.

Bei vielen in dieserArbeit vorgestelltenSystemenwerdengroßeMengenvon Teilchensimuliert,
die sich zwar ähnlichseinsollen,aberdochUnterschiedein Größeund Form habenmüssen,um
Ordnungseffekte zu umgehen.DiesePartikel werdenwährenddesProgrammlaufserzeugt,indem
manper Zufall Ecken auf einerEllipse plaziert.Wennalso in denweiterenAbschnittenAngaben
zu denRadieneinesTeilchensgemachtwerden,beziehensich dieseimmer auf die Ellipse, in die
dasTeilcheneingepaßtwurde.DetaillierteAngaben,wie dieForm,EckenzahlundGrößenverteilung
vorgegebenundbestimmtwerden,findetsichim AnhangB.1.6.

Für die Simulationmüssenfür jedesPolygondrei Größenberechnetwerden:
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1. Masse

2. Schwerpunkt

3. Trägheitstensor

Eswird angenommen,daßdie PolygoneeinehomogeneMassenverteilunghaben,die Dichte ist � .
Zur Berechnungder Massewird dasPolygonin æ einzelneDreiecke p zerlegt, derenFläche

Ó N
einfachzubestimmenist.

Danngilt

� � � / � d8 �ç�>Rv� X �
�
è
Né× ]

Ó N (2.10)

Gleichesgilt auchfür dieBerechnungdesSchwerpunktes.Manzerlegt dasPolygonwiederin geeig-
neteDreiecke, für die die Masse� N undderSchwerpunktêëN bestimmtwird. Esgilt dann

êÌ� d8 � rì �
èNé× ] êëN Ó NèNé× ] Ó N ` (2.11)

Danachwird dasPolygonsoverschoben,daßseinSchwerpunktbei (0,0) liegt undderTrägheitsten-
sorwird bestimmt.Dannwird dasPolygoneinweiteresmal in Dreiecke zerlegt, diesmalso,daßvon
allenDreiecke p eineEcke auf demUrsprungliegt. DannkanndasTrägheitsmomentmit Hilfe des
SteinerschenSatzesfür dieRotationumdieseEckeberechnetundsomitdasGesamttr̈agheitsmoment
bestimmtwerden[118].

Ø � � / �
è
Né× ]

Ø N (2.12)

Die BerechnungdieserGrößenwird für jedesPartikel nureinmalbeidessenErzeugungdurchgef̈uhrt
(sieheAbbildungE.1).Zu diesemZeitpunktwerdennochviele andereInitialisierungen(Listenver-
waltung,Voronoiregionen,Bounding–Boxes)für dieeffektiveRepr̈asentationeinesTeilchensdurch-
geführt. Diesesind aberfür die physikalischenEigenschaftennicht von Bedeutung.Einenkurzen
Überblick bietetder AnhangE, ansonstensind dieseSchritteausf̈uhrlich im Quellcodevon gc2d
dokumentiert.

2.2.2 Kraftber echnungbei der Kollision

Die Kraft, die auf polygonalePartikel wirkt, zu modellieren,ist die Herausforderungbei derSimu-
lation.FolgendeKräfte3 wurdenber̈ucksichtigt:

c Gravitation

c Abstossungbei Kontakt

c Reibung

3Mit gc2d ist esauchmöglich,FedernaneineinzelnesPartikel anzuḧangen.DadieseKräftenichtzurphysikalischen
ModellierungderKollision geḧoren,werdensiehiernicht beschrieben(sieheAnhangB).



28 Simulationsmethoden

c Kohäsion

Davon jedemKorn p dieMasse� N bekanntist, erfolgtdieBerechnungderGravitationskrafteinfach
über

F� � �� N � ` (2.13)

Der Wert von � kannvorgegebenwerden.Solangenichtsandereserwähntwird, ist � ��í�`bî�� ° Â ) 8
verwendetworden.

EigentlichmüßtemanbeiderKollisionvonweichenTeilchenderenDeformationberechnen.Möglich
wäredieszumBeispielübereineFinite-Elemente-Methode.AusRechenzeitgr̈undenist diesabermit
heutigenComputernnichtpraktikabel.StattdessenerlaubtmandenTeilchenwährendderSimulation
zu überlappen.Nachdemvon Hertz[122] hergeleitetenKraftgesetzist bei Kugelndie Kraft Ú�N¹m von
derEindringtiefe V �
AJ��� ] ��� 8 abḧangig:

Ú³N¹m�ï V � ð (2.14)

Die RichtungderKräfteist dannparallelzur VerbindungsliniederSchwerpunkte.In gleicherWeise
wird diesesKraftgesetzauchfür die Simulationvon Scheibenin zweidimensionalenSystemenver-
wendet[3,123].Für PolygonemussmandiesenAnsatzerweitern.Hier beschreibtdie Eindringtiefe
die Kollision sichernicht mehr vollständig, sonderndie Kraft hängt auchvon der Geometrieder
beteiligtenTeilchenab. Außerdemist die Kraftrichtungnicht mehrausderLagederSchwerpunkte
bestimmbar, wie sichamBeispielzweierlangerSẗabezeigt,die sichanihrenEndenber̈uhren.

Man nimmt nun an, daßder deformierteBereichbei der Kollision zweier Partikel p und r dem
Überlappbereichentspricht.Dannkannmanmit derPoissonschenVermutung[123], daßdie Kraft
proportionalzur verformtenFlächeist, folgern, daßdie Normalkraftauchproportionalzur Flächeì N¹m desÜberlappgebietesseinmuß.Dadie Überlappfl̈ache

ì
undEindringtiefeV beiScheiben̈uberì ï
A �ð zusammenḧangen,gilt für diesenFall weiterhin Ú�N¹m}ï V � ð .

In Abbildung 2.4 sind die beteiligtenVektorenund Punktedargestellt.Als Angriffspunkt -hN¹m der
Kräftewurdedie Mitte derStrecke � ] � 8 gewählt.Es ist auchmöglich,stattdessendenSchwerpunkt
derFlächeA zuverwenden,diesführtaberzusẗarkerenOszillationenbeiverschiedenenGeometrien.
Im FallevonKugelnsindbeidePunkteidentisch.Normalkr̈aftewirkensenkrechtzurVerbindungsli-
nie,Tangentialkr̈afteparallelzur ihr.

Bevor die Berechnunggenauerbeschriebenwird, sollen noch einige praktischeGrößendefiniert
werden.

CharakteristischeLänge: � � ��N ã ��m��N ! �¥m (2.15)

ReduzierteMasse: �$ñ � � N ã � m� N !�� m (2.16)

Zur Berechnungder Tangentialkr̈afte notwendigeMasseunterBerücksichtigungder Trägheitsmo-
mente

Ø N und
Ø m :

�$ò � �]�Íó ! ]��ô ! _ ðóõ ó ! _ ðôõ ô (2.17)
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Abbildung 2.4: Die Normalen-undTangentialrichtungbei derKollision wird durchdie Kontaktli-
nie (grün) bestimmt.Die Vektoren��N und ��m deutenvom SchwerpunktdesjeweiligenTeilchens
zur Mitte derKontaktlinie.

Tangentialgeschwindigkeit amPunkt -hNºm
� ò �
Rv� ] ! � 8 ! Rv� ]Íö á ] XD! Rv� 8 ö á 8 XSXvÇËò (2.18)

Effektive Eindringtiefe V ��=@= � ì
� (2.19)

DieeffektiveEindringtiefesetztdabeidieÜberlappfl̈acheunddiecharakteristischeLängezueinander
insVerḧaltnis.

Die Normalkraft,alsodieKraft in Richtungvon ÇËñ , wird bestimmtdurch:

Ú ñ �
÷ ã V ��=@= �
÷ ã
ì
� (2.20)

Dabei ist ÷ der Elastiziẗatsmodul(Young-Modul),in zwei Dimensionenhat es die Einheit N/m.
DieseModellierungder Kraft orientiertsich am HookschenGesetz.Die Definition der effektiven
Eindringtiefeführt zu folgenderÜberlegungunterder AnnahmedesÜberlapps

ì
zweierPartikel:

je kleiner die beteiligtenTeilchensind, umsokleiner ist � , entsprechendist die Normalkraft dann
größer. Dies modelliertdie Tatsache,daßesleichterwird, einenKörperum ein festesVolumenzu
komprimieren,je größerer ist.

Beim zentralenStoßzweierPartikel ist � praktischkonstantunddie Kraft nimmt mit zunehmender
Überlappfl̈achezu. Für die in Abbildung2.5 dargestelltenGeometrienwurdenun derKraftverlauf
für eineKollision zweieridentischerTeilchensimuliert. In Abbildung2.6 ist die Abhängigkeit der
Normalkraftvon derEindringtiefe V dargestellt.Für die Kollision zweierKugelnerḧalt man Ú Ê ï
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h hh
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Abbildung 2.5: BestimmungderEindringtiefebeiderKollision zweierScheiben(rot), zweierSpit-
zen(grün) undzweierPlättchen(blau).Die Plättchenwurdenleicht versetztdargestellt,um die
Darstellungzuverbessern.Bei denSimulationenzu denAbbildung2.6und2.7gabesdieseVer-
setzungnicht.
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lisonzweierSpitzen,zweierScheibenoderzweierPlättchen.
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Abbildung 2.7: Der zeitlicheVerlauf der Normalkraft und Normalend̈ampfungbei der Kollison
zweierSpitzen,zweierScheibenoderzweierPlättchen.
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ùËúû
. Dies ist die HertzschePressung[109]; die Kollision zweierSẗabeentsprichtdemHookschen

Gesetzü³ýÿþ ù
. AusdemÜberlappzweier45ø -Spitzenfolgt für diesenFall ü³ý þ ù �

.

WährenddesStoßeswird, außerim voll elastischenFall, Energie dissipiert.Im erstenSchrittwird
die DämpfungderDämpfungskraft

���
desharmonischenOszillatorsnachempfunden.

������
	�� �� ���ù������ ��	�� �� ��������� (2.21)

Dabeiwird wiederangenommen,daß
�
währendderKollision konstantist.

	
ist dieDämpfungskon-

stante,wobei
	!�#"

demelastischenFall entspricht.Bei derKollision kannnunderFall auftreten,
daßdieDämpfungbetragsm̈aßiggrößerwird alsdieNormalkraft.Dieskannauftreten,wennsichdie
Teilchenwiedervoneinanderentfernen,dadanndieNormalkraftüberkompensiertunddamitnegativ
werdenkann.Dieswürdekurzzeitigzu einerattraktivenWechselwirkung führen.Deswegenerfolgt
die BerechnungdereigentlichenDämpfungdurch

��� � � � � beiAnnäherung$�%�&(' � � �*)�+ ü �-, beiSeparation
(2.22)

derPartikel. Ein typischerVerlaufderNormalkraftundderDämpfungist in Abbildung2.7gezeigt.
Simuliertwurdewiederdie SituationausAbbildung2.5,diesmalmit

	.�/"1032
. Dargestelltist immer

derKraftverlaufabdemBeginn derKollision. Man sieht,daßdie Kontaktzeit 5476�898 von derGeome-
trie abḧangig ist. Bei der Kurve für die Kollision der Quadratewird dasAbschneidenvon

���
im

Zeitraum ' : �<;1">=@? )BA �<;1">=@? , sichtbar.
���

machtzur Zeit : �<;1">=@? s einenKnick. Ab dort ist dann��� � + ü � unddie Dämpfungwird damitbetragsm̈aßignichtgrößeralsdie Normalkraft.

Die Tangentialkraftunddie ReibungsindentsprechenddenModellenvon CundallundStrack[109]
gestaltet.Die einfachsteVorstellungist, daß in dem Moment, in dem sich die beidenTeilchen
ber̈uhren,eineFederam Kontaktpunktangebrachtwird, die bei der weiterenBewegunggespannt
ist undsomitdasTeilchenbremst.Die Reibungskraftgibt abernureineMaximalkraftan,dieaufdas
Systemwirkt, ohnedaßesbeschleunigtwird. Übersteigtalsodie Kraft derFederdie Reibungskraft,
sowird sienichtweitergedehnt,sondernmitgezogen.

Zu BeginnderKollision ist die TangentialkraftüDCFE "1GH�/" . Die Kraft, diedieseFederzumZeitpunkt 4 derKollision aus̈ubt, ist danndurch

ü �C E  4JI �K GJ� $�L M ü C E  4 G � I*N C �K �POQR ) üTSUE  G (2.23)

gegeben.DerFaktor
� V

ist angepasstaneineHerzschePressungohneRotation[124]. Im allgemeinen
wurdedie CoulombscheReibung

üTSWE  GH��X ü � E  G (2.24)

verwendet,aberauchdie Modellierungeinesgeschwindigkeitsabḧangigen Reibungsgesetzesnach
Rabinowicz [125] mit üTS ��X N =ZYY\[ ü � E  G (2.25)

oderandereFormensindmöglich.

Zu betonenist, daßdieverwendetenReibungsgesetzenicht reinviskossind,alsoauchfür eineRela-
tivgeschwindigkeit N C �/" eineReibungskraftüTS^] " existiert.



2.2PhysikalischeGrundlagenderSimulation 33

Warumnun kannmannicht einfachmit demAnsatz ü C �_X ü � und die Kraftrichtungentgegen-
gesetztzu N C arbeiten?Im BereichderOszillationsehrkleinerGeschwindigkeitenum 0 würdedie
Reibung bei gleichemBetragdauerndihr Vorzeichenwechseln;die Unstetigkeit desKraftverlaufs
führt zu numerischenProblemen.

Um dieszu umgehen,wird normalerweiseein viskoserReibungsterm[3, 102,126] verwendet,für
kleineGeschwindigkeitengilt dann ü`S �
X N C ü � E  G .
DiesesModell führt bei polygonalenTeilchendazu,daßein rechteckigerBlock auf einerschiefen
Ebenenie zumStillstandkommtoder, wenner gestopptwird, nicht liegenbleibt.ErstderTrick mit
dem“langsamenEinschalten”der Reibung gewährleistet,daßein Block auf einerschiefenEbene
zur Ruhekommenkann(sieheAbschnitt2.5.1).Um Tangentialschwingungenzu dämpfen,wurde
einvikoserDämpfungsterm

� C analogzuGleichung2.21verwendet:

� C � N C OQ �� C (2.26)

Da auchdie Summeü �C I � C immerkleineralsdie Reibungskraftbleibensoll, ist die vollständige
DarstellungderTangentialkraftü C bei CoulombscherReibungdann

üDCFE  4JI �� GJ�ba $�L M c ü�CFE  4 G I�N C �� OQ  I*N C OQ �� C c ) c X ü � E  4 G c (2.27)

wobeisichdasVorzeichennachdemdeserstenTermsrichtet.

In Abbildung2.8 wird die EntwicklungderNormal- undderTangentialkraftexemplarischfür drei
Körper(Scheibe,Plättchenmit derKanteundDreieckmit derSpitze)bei schr̈agemAuftreffen auf
denBodendargestellt.Für denReibungskoeffizientengilt

Xd�e"1032
, für die Dämpfung

	
�e"10 A . Bei
allendreiKörpernsiehtmandasAnsteigendesBetragesderTangentialkraftmit zunehmenderDauer
desKontaktesbiszueinemjeweiligenExtremwert.DieseMinima beidendreiKurvenderTangenti-
alkraftsindjeweilsderZeitpunkt,beidemsichdasVorzeichenderNormalengeschwindigkeit ändert,
die Teilchensichalsowiedervoneinanderwegbewegen.Beim QuadratsiehtmanabdemZeitpunkt 4 � A �@;1">=@f eineÄnderungdesKurvenverlaufs.Ab dannrutschtdasTeilchennicht mehrmit der
KanteüberdenUntergrund,sondernkippt überdie vordereEcke ab. Gleichzeitigwird die Tangeti-
alkraft durchdie CoulombscheReibung dominiert.Bei Dreieckund Kugel ist dasVerhaltenetwas
anders.Zu BeginndesKontaktesdominiertdieCoulombscheReibung.Dann,bedingtdurchdieRo-
tation,nimmt die TangentialkraftabundwechseltsogardasVorzeichen.ErstgegenEndedominiert
derTerm

X ü � wieder ü C .
EineeinfacheModellvorstellungfür die Kohäsionist, daßdie Kraft proportionalzur Kontaktfl̈ache
ist. In unseremzweidimensionalenModell entsprichtdie Größeder Kontaktfl̈acheder Länge

�
der

Strecke ghBiFh � (sieheAbbildung2.4).

Die Kohäsionskraftist dann ü-j7kml �/n jokml � c � cWp (2.28)

wobeiderParameter
n jokml dieSẗarkederKohäsionbestimmtunddieEinheit[N/m] hat.Im Gegensatz

zudemvonKun[127] vorgeschlagenenModell,beidemdieattraktivenKräftezwischendenSchwer-
punktendirektwirken,greifensiehieramKontaktpunktanundsindnichtkonstant.DieseDefinition
derKohäsionläßtsichsehreinfachfür die vorgestellteSimulationvon Polygonenrealisieren,dadie
GeometriedesKontaktesauchschonfür die Berechnungvon Normal-undTangentialkraftnotwen-
dig ist. Der numerischeAufwandreduziertsichdadurchauf eineAddition undeineMultiplikation
proKontakt.
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DasaufgrundeinesKontakteswirkendeDrehmomentumdenSchwerpunktfür Teilchenq ist

r �
r sHt F

0
(2.29)

2.2.3 Änderung der Teilchengröße

EskannausverschiedenenGründeninteressantsein,dieGrößedesTeilchenswährendderSimulati-
on zuver̈andern:

u Ausdehnungaufgrundvon globalenTemperatur̈anderungen

u MaterialabtragdurchReibung

u Volumen̈anderungdurchAustrocknungdesGranulates

Dabeiwerdenkeine Formänderungenber̈ucksichtigt,sonderneineSkalierungdesTeilchendurch-
messersdurchgef̈uhrt. Diesewird bei derBerechnungderPositionder v + tenEcke desq + tenTeil-
chensber̈ucksichtigt.wTsyx p�z syx sinddie KoordinatenderEckenim SchwerpunktsystemdesTeilchens,w s p�z s dessenSchwerpunktund { s dessenWinkel:

w`|syx � } s � E~w syxR���1� { I z syx�� L M { G I w s (2.30)z |syx � } s � E + w�s�x � L M { I z syx ���1� { G I z s 0 (2.31)

} s ist derSkalierungsfaktordeseinzelnenTeilchens.
} s �b; gibtdieOrginalteilchengr̈oße,

"��/} s �/;
bedeuteteineVerkleinerungderTeilchen,

;��/} s eineVergrößerung.

Um die EinflüsseeinerglobalenTemperatur̈anderungzu simulieren,setztmanmit

} i �b} � �/0B0B0-�/}��b�/} E  G (2.32)

alle Skalierungsfaktorenauf den selbenWert.
} ] ;

entsprichtdanneinemAufheizendesSy-
stemsin Bezugauf

}*��;
und

}*��;
ein Abkühlen.Damit sind Simulationenzu Systemen,wie

sieGeminard[128,129] untersucht,durchf̈uhrbar. Dabeiwird die KompaktioneinesGranulatesge-
messen,welchesperiodischerwärmt und wiederabgek̈uhlt wird. Die Ver̈anderungder Größeder
Partikel führt dannzueinerVolumenver̈anderungdesGasamtsystems.DieseMöglichkeiten,dasSy-
stem“aufzuheizen”,ist in gc2d implementiert.Wie dieseMöglichkeiten genutztwerden,ist im
AnhangB.1.2.3beschrieben.In der gleichenArt und WeisekannmanauchdasSchrumpfendes
GranulatesdurchAustrocknungsimulieren.

Eine anderesSystem,bei demdie Größen̈anderungder Partikel ber̈ucksichtigtwerdenmuß,ist in
Erweiterungvon [130] der Materialabtragvon Eisenbahnschotterbei Belastung.Bei der Simulati-
on bietet es sich an, die einzelnenSkalierungsfaktorenin Abhängigkeit der wirkendenKräfte zu
ver̈andern.Ein möglichesModell wäre,daßman den Teilchendurchmesserum � reduziert,wenn
einegewisseKraft ü ����� , die aufdasTeilchenwirkendarf, überschrittenwird:

} s�E  I �� GH�
} s E  I �� G ü s � ü �����$�%�& E } � sºý ) E ; + � Gm} s�E  GmG ü`sD�
ü ����� 0

(2.33)
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Kleiner als
} � s¹ý dürfendie Teilchendabeinicht werden,um Konflikte mit demZeitschrittdesDif-

ferentialgleichungslösers auszuschließen.gc2d ist für dieseErweiterungenvorbereitet(sieheAn-
hangE.2),in dieserArbeit gilt abergrunds̈atzlich4 } s �/; .

2.3 Berechnungphysikalischer Daten ausdenSimulationsergebnissen

“The aim of computingis enlightenment,not numbers” [131] könntemanals Motto überdiesen
Abschnittsetzen.EinSimulationslaufvongc2d kannmehrereGigabyteanDatenliefern.Ausdiesen
RohdatenmüssendannerstdieausphysikalischerSichtinteressantenDatengewonnenwerden,seies
durchgeeigneteMittelung oderdurchkomplexereBerechnungen.Die dazuverwendetenMethoden
werdenim folgendenAbschnittvorgestellt.

2.3.1 Simulationsdaten

Zuerstsoll beschriebenwerden,welcheDatenzur Verfügungstehen.Dabei ist esunwichtig, wie
dieseDatentats̈achlichgespeichertwerden.EinegenaueBeschreibungdiesestechnischenAspektes
findetsichin AnhangC.1.Die Daten,diemanausderSimulationfür eineinzelnesTeilchenq erḧalt,
lassensichin zweiUntergruppeneinteilen:

1. zeitunabḧangigeDaten

2. Datenfür einenbestimmtenZeitpunkt 
Zu denzeitunabḧangigenDatengeḧorenin ersterLinie Materialparameterwie Dichte,Elastiziẗatund
Reibungskoeffizient. Bei einerSimulationist eszwar einfachmöglich, dieseWertewährendeines
Laufs zu ver̈andern,in der vorliegendenArbeit wurdevon dieserMöglichkeit aberkein Gebrauch
gemacht5. Ebenfalls zu denzeitunabḧangigenDatengeḧort die MasseeinesTeilchens,die sichaus
dessenGeometrieberechnenläßt.Hiermußmanaberber̈ucksichtigen,daßbeiSimulationenin denen
die AusdehnungeinesGranulatesaufgrundexternerErwärmungbeschriebenwird, sich die Fläche
und Dichte desTeilchenssehrwohl ändern.Im weiterenwird, wenn nichts andereserwähnt ist,
mit konstanterTeilchenfl̈achegerechnet.Zeitunabḧangigist auchdie Form derPartikel, alsoist für
ein Teilchenq auchdie Zahl derEcken � s konstant.Bekanntist für denFall, daßderSchwerpunkt

xs � wTsz s � "" im Ursprungliegt unddie Rotation { ��"
gleichNull ist, die Positionder

� + tenEcken

� ýs � w ýsz ýs mit � �/;J0B0B0 ��s 0 (2.34)

ZeitabḧangigeGrößeneinesPartikelssindseinePositionx E  G , seinRotationswinkel {DE  G , sowie die
entsprechendenGeschwindigkeiten �� E  G , �{�E  G undBeschleunigungen�� E  G , �{DE  G . Die LagederEcken
zumZeitpunkt berechnetsichdannfür Teilchenq mit demSchwerpunktxs5E  G undderRotation{Ts5E  G
mittels

4Um Rechenzeitzu sparen,ist durchentsprechendeKompilierung(sieheAnhangE.2)sichergestellt,daßdieMultipli-
kationmit 1 garnichterstausgef̈uhrt wird

5Ein Ausnahmebildet der Film mid9f.mpg auf der beigelegtenCDROM. Hier wurdewährendder Simulationdie
ReibungschlagartigaufNull reduziert,waszurFluidisierungeinesSandhaufensführt.
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� ýs E  GJ� w ýs ���1� {�s5E  G I z ýs � L M {�s5E  G+ w ýs � L M {�s5E  G I z ýs ���1� {�s5E  G I w�s�E  Gz s�E  G 0
(2.35)

NebendenDatenfür einzelneTeilchensind auchdie komplettenDatender Kräfte zu einembe-
stimmtenZeitpunktbekannt.Für jedeKraft q sind

1. derAnsatzpunktderKraft �
�
s

2. dieGrößederKraft ��s
bekannt,ebenso,aufwelcheTeilchendie Kräftewirken.

2.3.2 Berechnungweiterer Gr ößen

In denAbschnitten3 und 4 wird esnötig werden,denDruck auf denBodenbzw. die Seitenwand
desSystemszu berechnen.DazuwerdenausallenKräftendesSystemszuerstdie Kräfte ��s anden
Punkten�

�
s ausgesucht,die aufdiezuuntersuchendeWandwirken.Die Seitenwandbzw. derBoden

habedieLänge
�
. DermittlereDruckaufeinenBodenergibt sichdannaus

��� 65� � ý � ;
� s

 �¡ � s p (2.36)

deraufeineSeitenwandaus

��¢ � ý � � ;
� s

  � ��s 0 (2.37)

Interessantist abernichtnurdermittlereDruck,sondernauchdie örtlicheVerteilung£¤E¥w G . Um dies
zu erreichen,bestimmtmandenDruck in einemgeeignetenMessintervall derBreite O1¦ .
Dazudefinierenwir eineTestfunktion§�E¥w p w | G mit

§�E¥w G��
; w + ¦©¨ w | ¨ w I ¦"

sonst
0

(2.38)

Angewandtauf die AngriffspunktederKräfteergibt ��s�§�E¥w p   � �
�
s G alle Kräfte,die innerhalbeines

bestimmtenIntervalls um w angreifen.

Der lokaleDruckaufeinenBodenist

��� 65� � ý E¥w GJ� ;
O1¦ s

  ¡ ��s�§�E¥w p   ¡W�
�
s G p (2.39)

deraufeineWand

�@¢ � ý � E z G�� ;
O1¦ s

  � ��s�§�E zPp   � �
�
s GH0 (2.40)

Bei derBestimmungdesDrucksgilt es,einengeeignetenWert für die GrößedesMeßintervalls zu
finden.Ist dasIntervall zu klein, wird überzu wenigeKräftegemitteltund in derDruckkurve sind
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a) b)

b

Abbildung 2.9: Die BestimmungdesBöschungswinkels kann a) über einenFit an die obersten
Partikel in einzelnenIntervallenoderb) überdie FlächedesSystemserfolgen.

die einzelnenKräfte zu erkennen.Ist dasMeßintervall zu groß,so werdenDetailswie daslokale
DruckminimumbeieinemSandhaufenweggemittelt.Die Erfahrunghatgezeigt,daß10-20Kontakte
pro Intervall einguterKompromißsind.EsmußaberimmerdurchVariationderIntervallbreiteüber-
prüft werden,ob vermeintlicheEffekte nicht nur Artefaktesind.Andersals im realenExperiment
ist esauchmöglich, die Meßbereichëuberlappenzu lassen,sodaßeinebesserëortlicheAuflösung
möglich ist.

Aus der Simulationsind alle wirkendenKräfte bekanntund es ist einfach, entsprechendeWahr-
scheinlichkeitsverteilungen zubestimmen.Manberechnetdie RichtungenªTs derKräfte ��s über

« %�M ªTs � ü ¡sü �s (2.41)

undbestimmtdannderenWahrscheinlichkeiten £�Emª G . DieseDatenwerdensinnvollerweisein einem
Polarkoordinatensystem aufgetragen(siehez.B. Abbildung 4.2(e)oder4.5(e)).Hier ist sehrleicht
zuerkennen,obdasKraftnetzwerkanisotropist. DaanjedemKontaktzweientgegengesetzteKräfte
angreifen6, gilt £�Emª G¬� £�Emª a
�G . Die Verteilungder Größeder Kräfte £¤ESü�® � ü¯] G ist auch
direktberechenbar.

Da bekanntist, auf welchesTeilchen
�

jede der Kräfte wirkt, kann für ein bestimmtesTeilchen
abgez̈ahlt werden,wieviele Kontakteeshat.DieseZahl heißtKoordinationszahl° , ihre Verteilung£¤Em° G ist wiederumdirektberechenbar.

Zur BestimmungdesBöschungswinkelswurdenzweiMethodenverwendet:

Im Fall einesHaufens,deraufeinemUntergrundaufgescḧuttetwurde,ist dieOberfl̈achehinreichend
glatt. Ein Beispielist derHaufenin Abbildung4.17.Von jedemTeilchenq ist dessenSchwerpunkt
bekannt.Dannwird für Intervalle andenOrten wTs (ähnlichwie Gleichung2.38)der jeweils höchst-
gelegeneSchwerpunkt

ù E¥wTs G bestimmt.An
ù E¥w G wird eineGeradeangefittet,überderenSteigung

der Böschungswinkel ± berechnetwird. Eigentlichsollte bei der Bestimmungder Oberfl̈achedie
höchstliegendeEckegesuchtwerden,dabei derBerechnungmit Hilfe desSchwerpunktesdieOber-
fläche

ù�² 4o³ � ý E¥w GH� ù�´ 4oµ�¶ � S�·�¸@ý ³F¹ E¥w G I � zu tief angesetztwird. DaabernurdieSteigunginteressant
ist, ist � unwichtig.Die Berechnung̈uberdieSchwerpunkteist im allgemeinenumdenFaktor10-20
schneller. ProblematischkönntedieseVereinfachungerstwerden,wennmaneinenHaufenaussehr
langenSẗabenaufscḧuttenwürde.

6Gravitationskr̈afteseienhier unber̈ucksichtigt.
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a) b)

Abbildung 2.10: Die Testfl̈ache(rot) zur BerechnungdeslokalenFüllgrads.Graueingezeichnete
Flächenwerdenbei der Berechnungder lokalenDichte ber̈ucksichtigtund der gemittelteFüll-
gradwird dannfür denrot markiertenSchwerpunktderTestfl̈acheangegeben.b) Die Testfl̈ache
schneidetdie freie Oberfl̈achedesGranulates;die Flächewird entsprechendverkleinert(gestri-
chelteroteLinie).

Wenn,wie im Abschnitt4.4 die Oberfl̈achenallerdingssehrzerkl̈uftet sind, ist eineandereMetho-
de,analogderin [49,132] verwendeten,günstiger. Allerdingsmußhierzudie Breite ¦ derBasisder
Aufscḧuttungbekanntsein.AusderFlächeº , diedasGranulateinnimmt,ergibt sichderBöschungs-
winkel über

« %�M { � O � º¦ �
0

(2.42)

Der Vorteil dieseMethodeist, daßsieintegralenChrakterhatundeineBestimmungderOberfl̈ache
nicht notwendigist. Dadurchumgehtmandie Problememit starkzerkl̈uftetenGranulathaufenbei
sehrstarker Kohäsion.

EherderVisualisierungalsderAuswertungdienendist die DarstellungdesSystemsselbstbzw. des
Kraftnetzwerkes;“eigenartige”Simulationenlassensichsofrühzeitigerkennen.

Bei derDarstellungdesSystemsselbstbekamendie TeilchenimmereineFarbeentsprechendihrer
internenTeilchennummerzugewiesen.DadieseNummerim allgemeinenaufsteigendvergebenwird,
habenbei denSandhaufenTeilchengleichen“Alters” ähnlicheFarben.Damit kannmandie “Ge-
schichte”desSystemserkennen.Soist zumBeispielandemHaufenin Abbildung4.16zuerkennen,
daßwohl im LaufederEntstehungdiesesHaufenseinTeil desHaufenszurSeitegerollt/gerutschtist
undsichdar̈uberliegendesMaterialwie einKeil dazwischengeschobenhat.DerGrunddafür ist, daß
die TeilchensehrglattwarenundexaktdieselbeGrößehaben.

Radji (sieheTitelseitevon [23]) verbindetzur Darstellungder Kraftnetzwerke die Schwerpunkte
zweiersichber̈uhrenderTeilchen.Die BreitederLinie ist dannproportionalzurKraft. Hatmanaber
nichtrundeTeilchen,so wird im allgemeinender Aufpunkt der Kraft nicht auf dieserLinie liegen.
Deswegenwurdestattdessenfür jedenKontaktje eineLinie vom Schwerpunktzum Aufpunkt der
Kraft gezeichnet.Auch hier ist die Dicke undFarbigkeit proportionalzumBetragderKraft. Durch
die Darstellung(z.B. Abbildung4.20(a))lassensichsehreinfachPfadedarstellen,entlangdererdie
Kräftewirken.

2.3.3 Berechnungder lokalen gemitteltenDichte

BetrachtetmaneinenAusschnittauseinergranularenAufscḧuttung,so ist zu sehen,daßdie ein-
zelnenKörnerdenvorhandenenRaumnicht wie eineFlüssigkeit oderein Gasausf̈ullen, sondern
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daßgroßeZwischenr̈aumeentstehen.In zwei Dimensionenbeschreibtdie Packungsdichte,wieviel
ProzentderFlächevom Festk̈orperbedecktwerden.Die Packungsdichteist nicht nur von Formund
GrößenverteilungderTeilchenabḧangig,sondernauchvon derEntstehungsgeschichtedesSystems.
Dementsprechendist esinteressant,diesenWertauchörtlich aufgel̈ostzubestimmen.

Dazuwird eineTestfl̈ache� überdasSystemgelegt undfür alleTeilchenq derSimulationberechnet,
welcherAnteil ªTs derTeilchenfl̈acheºWs innerhalbderTestfl̈acheliegt. Dabeigilt

ª`s �
;

Teilchenq vollständigin �"
Teilchenq außerhalbvon �"�� ª`s �/; sonst

0
(2.43)

DereinfachsteAnsatzfür die lokalerelative Dichteist dann

» | S � 8 � s ª`s�ºWs�
0

(2.44)

Für denFall, daßwie in Abbildung 2.10a)die Testfl̈achekomplett von Granulatumgebenist, ist
dieseMethodezuverlässig.Problematischwird esaber, wenndie Testfl̈acheamRanddesSystems
liegt, alsonicht komplettausgef̈ullt wird. In Abbildung2.10b)würdedanndie lokaleDichteextrem
unterscḧatztwerden.Deswegenwird in einemzweitenSchrittdie Testfl̈acheverkleinert.Dazuwird
die Menge

 i der innerhalbvon � liegendenEcken derjenigenTeilchenbestimmt,für die ª s ] "
gilt. Dann berechnetman die Mengeder Schnittpunkte

 � der Teilchenmit dem Rand.Von den
Punkten

 iD¼  � wird danndie konvexe Hülle undderenFläche�½³ bestimmt.

Die verbesserteDefinition für die lokaleDichtelautetdann

» S � 8 � s ª`s�ºWs�½³ 0
(2.45)

Im InnerendesSystemssindGl. 2.44undGl. 2.45gleichwertig.Am Randunterscḧatztdie Variante
mit derkonvexenHülle dieDichteaberdeutlichweniger.

2.3.4 Berechnungvon Spannungstensoren ausdenKr äften

Zur BestimmungderSpannungstensorenim GranulatstehendieKräfteundderenAngriffspunktezur
Verfügung.Zuerstsoll gezeigtwerden,wie darausdermittlereSpannungstensorin einemeinzelnen
Partikel berechnetwird, anschließendwird dieRechnungaufgrößereGebietemit mehrerenTeilchen
erweitert;es gilt immer q p v p n p �(¾À¿ w p�zPÁ . Im Gleichgewichtszustandgilt für einendeformierten
Körper

Â`Ã s 8Â w 8
�/"K0

(2.46)

Zur BerechnungdesmittlerenSpannungstensorswird Gleichung2.46mit w�x multipliziert unddann
überdasVolumen Ä · desTeilchensintegriert [122].

ÂTÃ s 8Â w 8 wTx dÄ ·
� Â E Ã s 8 wTx GÂ w 8 dÄ · + Ã s 8

Â wTxÂ w 8 Å�Æ�ÇoÈ dÄ ·
�/"

(2.47)
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a) b)
F

x

Abbildung 2.11: a) Alle Teilchen,derenSchwerpunktinnerhalbeinerTestfl̈acheliegt, werdenzur
Spannungsberechnungherangezogen.b) Kräfte (grün) die im Innerenwirken, tragenzur Span-
nungsberechnungnichtbei.Die Testfl̈achewird denAufpunkten� derKräfteangepaßt.

Mit demGausschenIntegralsatzwird dasVolumenintegral in ein Oberfl̈achenintegral umgeschrie-
ben.

Ã s 8 wTx dÉ 8 � Ã syx dÄ · (2.48)

DaanderOberfl̈achedesPartikelsnureinzelneKräfteangreifen,kanndie linke SeitederGleichung
alsSummeüberalleangreifendenKräftegeschriebenwerden.

� Ã ·s�x ] �
;
Ä · Ê wTx<ü`s � ;

Ä · Ê wTs¦üTx (2.49)

Die SymmetriedesSpannungstensorserlaubtdie VertauschungderIndizesbei w und ü . Die Span-
nungstensorenin einemTeilchenwerdenjetzt überein größeresVolumen Ä gemittelt.Da der die
Partikel umgebendeLeerraumspannungsfreiist, gilt

� Ã syxË] � ;
Ä · Ä · � Ã ·syx ] �

;
Ä · Ê w�x@ü 8 0 (2.50)

Die Doppelsummekannnun durchZerlegungder Kontaktvektorenund anschließendeSummation
überalleKontaktevereinfachtwerden[123].Mankannaberauchanschaulich(sieheAbbildung2.11
argumentieren.Zuerstwird derUrsprungdesKoordinatensystemso.B.d.A. in denSchwerpunktder
Testfl̈achegesetzt.Daim InnerenaneinemKontaktzweientgegengesetztgerichteteundgleichgroße
Kräftewirken,tragendiesezur mittlerenSpannungnichtsbei.Esbleibenalsonur die Kräfteander
Oberfl̈achedesTestk̈orpersübrig. Überdiesewird nunsummiert:

� Ã s�x^] � ;
Ä wTs�üTx (2.51)

CundallundStrack[109] habenin ähnlicherWeisedenSpannungstensorin einemGranulatberech-
net.Um zugewährleisten,daß

� Ã syx�] auchbeiderSimulationsymmetrischist, verwendetmanbei
derAuswertung

� Ã syx ] �
;
O Ä E¥w s ü x I w x ü s G�0 (2.52)
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Bei der Auswertungwird dannzuerstfür ein beliebigesRechteck,dasungef̈ahr die gewünschte
Größehat,bestimmt,welchePartikel innerhalbdieserFlächeliegen.FürdieKontaktedieserTeilchen
wird nun die SummeausGleichung2.52 bestimmt.Es muß jetzt noch die Größeder Testfl̈ache
festgelegt werden.Die Kräfte sollen eigentlichan der Oberfl̈acheangreifen.Aus der Flächedes
Rechteckserḧalt man zu niedrigeWerte,da die Kräfte meist außerhalbder Testfl̈acheangreifen.
Kommtmanandie Oberfl̈achedesSystems(ähnlichAbbildung2.10b),ist die FlächeÄ deutlichzu
klein.

Zu betonenist, daßdamitkeineigentlicherFehlermachtwird. Die BerechnungderSpannungstenso-
renfür dieseFlächeist korrekt.DasProblemist vielmehr, daßübermehrereTeilchengemitteltwird
undsomitdie Testfl̈achemöglichstgenaudenTeilchenentsprechensoll. Deswegenwird alsFlächeÄ danndiejenigederkonvexen Hülle um die AufpunktederKraft genommen.Dies ist vern̈unftig,
dadannalle Kräfteanoderin derTestfl̈acheangreifen.EineweitereMöglichkeit wäre,die konvexe
Hülle um die Teilchenwie bei derDichtebestimmungzu benutzen.Die Unterschiedezwischenbei-
denFlächensindim allgemeinenmarginal, lediglich ist dieseMethodebei derAuswertungdeutlich
rechenzeitaufwendiger.

Bei der Größeder Testfl̈acheist man,wie bei der Druckbestimmung,wiederauf Erfahrungswerte
angewiesen;mit 100-200Teilchenpro Testfl̈acheerḧalt manim allgemeinensehrguteErgebnisse.
Vorteilhaft für die Auswertungist naẗurlich, daßdie Testfl̈achensichüberlappendürfen,soerreicht
maneinehoheräumlicheAuflösung.

DurcheineHauptachsentransformation kannmandann
� Ã syxË] aufDiagonalgestaltbringen.Daraus

erḧalt mandasSpannungsellipsoidpraktischohnezus̈atzlicheArbeit. Damit kannmandenWinkel
derHauptachsendesSpannungsellipsoiden7 Ì (sieheAbschnitt1.3)berechnen.

2.4 Methodenzur effizientenSimulation

2.4.1 GrundlegendeKonzepte

In denAbschnitt2.1 und 2.2 wurdeerklärt, welchenRegeln eineDEM-Simulationfür polygona-
le Partikel zu folgen hat.Dabeiblieb allerdingsder Zeitaufwandunerẅahnt,der für einederartige
Rechnungnotwendigist. Entscheidendfür eineaussagefähigeSimulationist einesogroßeAnzahl
anPartikeln, daßdie BestimmungphysikalischinteressanterGrößendurchdie Mittelung überhin-
reichendgroßeBereichemöglich ist.

Selbstversẗandlichsollte eineaufwendigeGleitkommaberechnungen, wenndasErgebnismehrfach
ben̈otigt wird, nureinmalberechnetwerden.Einesvonunz̈ahligenBeispielenist dieBerechnungder
reduziertenMassezweierTeilchenbei derKollision (Gleichung2.16).DieseGrößewird nur beim
erstenAuftretenderKollision berechnetundin denweiterenZeitschrittenwiederverwendet.

Die Entscheidung,welcheAlgorithmenverwendetwerden,legt schonim Vorfeld dasgrundlegende
LaufzeitverhaltenderSimulationfest.EffizienteAlgorithmenkönnenhierdieMöglichkeitenbieten,
sehrgroßephysikalischeSystemezubewältigen.Zuerstwird eineworst-case-Abscḧatzung versucht,
um zu überpr̈ufen,ob sichderArbeits-undZeitaufwandfür komplexereAlgorithmenlohnt. Zu si-
mulierenseien1000Teilchenmit je 10 Kanten.Würdenalle 500000möglichenKollisioneneinzeln
überpr̈uft, wobeijeweils

;1" � �/;1"1"
StreckenaufeinenSchnittpunktzuprüfensind,hätteman A ��;1"

V
Streckenschnittpunktezu berechnen.Eine einzelneBerechnungdauertca. A ��;1">=@Í Sekunden.Ins-
gesamtwürdedanndie BerechnungeineseinzelnenZeitschrittsca.250Sekundendauern.Typische
Simulationenin der vorliegendenArbeit habenetwas

;1" Í
Zeitschritte,die Simulationwürdealso

etwa8 Jahredauern.DiesüberschreitetaberdeutlichdenZeitrahmeneinerDoktorarbeit.
7In zwei DimensionenderSpannungsellipse.
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Abbildung 2.12: Dargestelltist die verwendeteForm von Bounding–Boxes.Um eineBounding–
Box vollständigzu beschreiben,gen̈ugendie Werte ¦ � , ¦ ¡ , Î � und Î ¡ .
a) Die Bounding–Boxes ber̈uhrensich nicht, so daßdie darin enthaltenenTeilchenauchnicht
kollidierenkönnen.b),c)BerührensichdieBounding–Boxes,ist keineAussagëuberdieKollision
derenthaltenenPartikel mehrmöglich. Die weitereKontaktberechnungmußdurchdenclosest-
feature-Algorithmusübernommenwerden.

BetrachtetmandasProblemnungenauer, sosiehtman,daßfür diemeistenKräftezwischenTeilchenq und v aber üTs�x �#"
gilt. Bei typischenKoordinationszahlenvon 4 (sieheAbschnitt3 und4) muß

manfür Ï TeilchendannÏ � Kraftvektorenbestimmen,davon sindabernur : Ï ungleichNull. Ziel
einesverbessertenVerfahrensmußesalsosein,möglichstviele Kräfte, für die üTsyx �Ð"

gilt, sehr
schnelloder, nochbesser, garnichtzuberechnen.VerschiedenetypischeEigenschaftenderbeabsich-
tigtenSimulationenkannmansichdabeizunutzemachen:

1. Es gibt keine langreichweitigenWechselwirkungen.Sind zwei Partikel soweit voneinander
entfernt,daßsichzwei einfache,die einzelnenPartikel umgebende,Körpernicht ber̈uhren,so
gilt ü`syx �b" . Diesmachtmansichbei derVerwendungvon Bounding–Boxeszunutze.

2. Die PositionderSchwerpunktederTeilchenändertsichvom Zeitpunkt zumnächsten I �� 
nursehrgeringf̈ugig.Mit sehrgroßerWahrscheinlichkeit gilt dann

ü ¹oÑ isyx �/"
wenn ü ¹syx �b" und

ü ¹oÑ isyx Ò�/" wenn ü ¹syx Ò�b"10
Man kanndurchdasim FolgendenvorgestellteSortierverfahrendiejenigenEinträgeidentifi-
zieren,für die die obigeAussagenicht gilt. Alle anderenEinträgemüssennicht ver̈andert8

werdenundkönnenausdemletztenZeitschrittübernommenwerden.

3. Die Lage zweier Partikel zueinander̈andertsich auchnur sehrgeringf̈ugig. Auf der Basis
dieserEigenschaftgibt eseinschnellesVerfahren,daßdenAbstandzweierPartikel zueinander
bestimmenkann.

Zusammenfassendkannmansagen,daßversuchtwurde,alte Information,soweit möglich, nur an-
zupassenoderalsoptimaleAnfangsbedingungzu verwenden,anstattdiesezu jedemZeitschrittneu
zu berechnen.

2.4.2 Bounding–Boxesund Sortierverfahren

Es gibt verschiedeneVerfahren,um die Partikel in der NachbarschafteinesTeilchenszu bestim-
men.Nur mit diesenTeilchenausdernäherenUmgebungwird danndieaufwendigeKontaktpr̈ufung

8DaßsichderBetragvon Ó�Ô Ç ändert,ist hier nochnichtausschlaggebend.
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Abbildung 2.13: Dargestelltist eineinfachesBeispielvondreiBounding–Boxenzuzweiaufeinan-
derfolgendenZeitschritten.TrotzderÄnderungderPositionderAnfangs-undEndkoordinatenist
die Reihenfolgeweitestgehendgleichgeblieben.Nur Î � und ¦ f habendenPlatzgetauscht,daran
erkenntmaneinenneuhinzukommendenKontakt.

durchgef̈uhrt. Zum Beispielist esmöglich, überdaszu simulierendeGebietein Gitter zu legenund
nur mit Teilchenin denbenachbartenMaschenzu vergleichen.DieshataberNachteile,wennTeil-
chenunterschiedlicherGrößeverwendetwerden.Ein Vergleich diesesVerfahrensmit demin der
vorliegendenArbeit verwendetenfindetsichin [133].

Bei derVerwendungvonBounding–Boxenwird daszuprüfendenElementmit einergeeignetenein-
fachengeometrischenForm umgeben.Dannwird gepr̈uft, ob sich die Bounding–Boxen von zwei
Teilchenber̈uhren.Ist diesnicht derFall, dannkönnensichauchdie entsprechendenPartikel nicht
ber̈uhren.ÜberschneidensichdieBounding–Boxes,kannnichtentschiedenwerden,obsichdieTeil-
chentats̈achlichber̈uhrenodernursehrnahesind.EineweitereKontaktpr̈ufungist notwendig.

Für daszugrundeliegendeSort-and-SweepVerfahren(siehe [118,133,134]) habendie Bounding–
Boxendie Form einesRechtecks,dessenSeitenparallelzu denKoordinatenachsensind.Die Werte
¦ � , ¦ ¡ , Î � und Î ¡ reichenaus,um siezu beschreiben(sieheAbbildung2.12).DieseMethodebasiert
auf einemSortierverfahren,demInsertion-Sort[118,135]. Ziel ist es,eineListe9 ° �¹ , die für den
Zeitpunkt ÕalleKollisionenvon Bounding–Boxenentḧalt, zu erstellen.JenachverwendetemSortier-
verfahrenkannder Zeitaufwandbei unsortiertenListen auf Ö�þ×ÏÙØ �1Ú Ï reduziertwerden.Beim
Insertion-Sorterreichtmanfür unsortierteListen nur Ö þ�Ï � , für sortierteListen aber Ö þÛÏ .
Allerdingswird diesesVerfahrennurnochzur InitialisierungdesSystemsverwendet.

Anstattnämlichdie Liste in jedemZeitschrittneuzu erstellen,wurdeeineMethodeentwickelt, um
dieListenurnochzukorrigieren.Zuerstsoll diesameindimensionalenFall erläutertwerden,danach
folgt die Verallgemeinerungauf zweiodermehrDimensionen.

Im eindimensionalenFall sinddieBounding–BoxennurIntervalleaufderX-Achse.In Abbildung2.13
siehtmandrei Intervalle. Die Liste derKollisionenentḧalt nur dasPaar(1, 2). Anfang ¦ undEnde Î
derBounding–BoxensindaufderX-Achsemarkiert.Aus demvorhergehendenSchritthatmaneine
vorsortierteListedieserPunkte:¦ i p ¦ � p Î i p Î � p ¦ f p Î f .
Generellgilt, wenn

1. ¦ � ¨/¦ ý ¨ Î � ¨ Î©ý oder

2. ¦ � ¨/¦ ý ¨ Î©ý ¨ Î � oder
9Esist wichtig,daßdieseineListe ist.EineMatrix, diedieInformationentḧalt, obzweiTeilchenkollidierenodernicht,

müßtewiederin Ü û Schrittenausgewertetwerden,würdedenVorteil desVerfahrensalsozunichtemachen.
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  I ; Änderungenin ° �¹
¦ � ¦ ý Ý ¦ ý ¦ � keineÄnderungÎ � Î©ý Ý ÎOý`Î � keineÄnderung
¦ � Î©ý Ý ÎOý ¦ � Kollision aus ° �¹ entfernenÎ � ¦ ý Ý ¦ ý Î � Kollision zu ° �¹ hinzuf̈ugen

Tabelle2.1: DieseTabellezeigt die Regeln,nachdenendie Liste derKollision ° �¹ bei einerVer-
tauschungzweierWertemit Insertion-Sortangepaßtwerdenmuß.Werdenzum Beispiel,zwei
“Anfänge”vertauscht,sobleibt die Listeunver̈andert.

3. ¦ ý ¨/¦ � ¨ Î � ¨ Î©ý oder

4. ¦ ý ¨/¦ � ¨ Î©ý ¨ Î � ,

dannüberschneidensichdie Bounding–Boxen.Nun wird angenommen,die Teilchenhabensichbe-
wegt, d.h.die Bounding–Boxen habensichverschoben.In Bild. 2.13ist dieseSituationdargestellt.
Die Wertefür ¦ i p Î i p 03030 habensichalle gëandert,aberihre Reihenfolgeist fastunver̈andert.Diesist
eineFolgederkurzenZeitschrittebei einerDEM-Simulation,die ja eineKollision genaunachver-
folgenmuß.

Wie obenerwähnt,entḧalt die SortierreihenfolgederTeilchendie vollständigeInformationüberdie
Bounding–Box-Kontakte.EswurdenuneinSchemaentwickelt, mit demdieNeusortierungderalten
Liste mit denÄnderungenin derListe derKollisionenverkn̈upft werdenkann.

DiesesVerfahrenberuhtwiederauf dembereitserwähntenSortierverfahrenInsertion-Sort.Dieses
Verfahren,obwohl im allgemeineneinesder ineffizienterenVerfahren,hat seineSẗarken, wennes
eineListe sortierensoll, die schonfastperfektsortiertist. Eswerdendannnur nochlokaleKorrek-
turendurchgef̈uhrt. Der Zeitbedarfdafür liegt in der Größenordnungvon Ï . JederdieserSchritte
bedeutetdasVertauschenvon zwei Werten.Dies bedeutet,daßsich nur der Überlappstatuseines
einzigenPaares̈andernkann.Die Regelnfür einenAustauschfindensichin Tabelle2.1.Eskannbei
Insertion-Sortvorkommen,daßein Wert mehrfachmit seinenNachbarnvertauschtwird. Dannmuß
für jedeneinzelnendieserSchrittedie Liste korrigiert werden.DasVerfahrenbleibt dabeikorrekt,
lediglichdie Effizienzsinkt.Diespassiertallerdingsin realenSimulationeneherselten.

Ein Schrittfür diesenAlgorithmusanHanddesBeispielsin Abbildung2.13findetsichin Tabelle2.2.
DerZeitbedarfist im allgemeinenFall proportionalderZahlderbeteiligtenBounding–Boxen.

Die ErweiterungdiesesVerfahrensauf denzweidimensionalenFall ist offensichtlich.Die Projekti-
on jederBounding–Boxauf die Koordinatenachsenergibt Grenzen¦ � p ¦ ¡�p Î � p Î ¡ . Zwei Bounding–
Boxenber̈uhrensichdannundnurdann,wennsichdie Intervalle aufbeidenAchsenber̈uhren.

WiederumkanneineKollision nur verschwindenoderneuauftauchen,wennzwei Grenzenauf ei-
nerderKoordinatenachsenvertauschtwerden.Müssennunzwei Grenzenvertauschtwerden,spielt
derZustandder Intervalle auf deranderenKoordinatenachseeineentscheidendeRolle. Wenndiese
korrespondierenden Intervalle sichnicht überlappen,kannkeineKollision entstehen.Nur wenndies
nicht der Fall ist, kannder AustauschzweierGrenzenüberhaupteinenEinfluß auf die Liste ° �¹
haben.Die genauenRegelnsindin Tabelle2.3dargestellt.

Wennmanzwei “Anfänge”oder“Enden” vertauscht,bleibt allesbeimAlten; derZustandderInter-
valle auf deranderenKoordinatenachseist unwichtig.Wennman ¦ i Î � ÝÞÎ � ¦ i ausf̈uhrt, kannman
eineeventuellvorhandeKollision einfachentfernen.Auchhier ist derZustandaufderanderenAchse
nicht von Bedeutung.
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Schritt sortierte akt. unsor- Vertau- Ader-
Liste Element tierte schungen ungen

Liste in ° �¹
1 ¦ i ¦ � Î i Î � ¦ f Î f ¦ i©ß ¦ � keine
2 ¦ � ¦ i Î i Î � ¦ f Î f - -
3 ¦ � ¦ i Î i Î � ¦ f Î f - -
4 ¦ � ¦ i Î i Î � ¦ f Î f Î � ß ¦ f (2;3) hinzuf̈ugen
5 ¦ � ¦ i Î i ¦ f Î � Î f - -

¦ � ¦ i Î i ¦ f Î � Î f
Tabelle2.2: DieseTabellezeigt einenvollständigenLauf für dasBeispielin Abbildung 2.13.Das

Konzeptvon Insertion-Sortist einfach:esgibt einesortierteundeineunsortierteListe. Ein Ele-
mentder unsortiertenListe wird ausgewählt und mit denElementender sortiertenListe vergli-
chen(Elemente,die verglichenwerden,sindunterstrichendargestellt).Die Vergleichebeginnen
mit demrechtenWert; ist dasaktuelleElementgrößer, dannist derkorrektePlatzschongefunden.
Ist eskleiner, dannwerdendiePositionderbeidenWertevertauschtunddieListederKollisionen
gem̈aßTabelleangepasst.Dieswird wiederholt,bis dasaktuelleElementseinekorrektePosition
gefundenhat.

  I ; kein Überlapp Überlapp
aufderanderen aufderanderen
Koordinatenachse Koordinatenachse

¦ � ¦ ý Ý ¦ ý ¦ � keineÄnderung keineÄnderungÎ � Î©ý Ý Î©ý-Î � keineÄnderung keineÄnderung
¦ � Î©ý Ý Î©ý ¦ � keineÄnderung Kollision entfernenÎ � ¦ ý Ý ¦ ý`Î � keineÄnderung Kollision hinzuf̈ugen

Tabelle2.3: DieseTabellezeigtdie Regeln,nachdenendie Liste derKollision ° �¹ bei einerVer-
tauschungzweier Werte mit Insertion-Sortim zweidimensionalenFall angepaßtwerdenmuß.
Werdenzum Beispiel,zwei “Anfänge”vertauscht,so bleibt die Liste unver̈andert,egal ob die
Intervalle aufderanderenKoordinatenachsëuberlappenodernicht.

Nur im letzterenFall mußmandie Intervalle deranderenAchsetesten.Gibt esdort einenÜberlapp,
hatmaneineneueKollision gefundenundmußdiesein ° �¹ aufnehmen.

Der Zeitbedarfist absolutgesehendoppeltso großwie im eindimensionalenFall, bleibt aberwei-
terhinproportionalzur Zahl derverwendetenTeilchen.EineDiskussioneinesworst-caseSzenarios
findetsichin [136].

2.4.3 Bestimmungder Partik elabsẗande

Der Closest–FeatureAlgorithmus, derhier kurz vorgestelltwird, berechnetdenAbstandzweierPo-
lygonein konstanterZeit.Dabeiwird versucht,diejenigenElementederkonvexenPolygonëuberdie
Zeit hinweg zu verfolgen,die sichamnächstenliegen.Mit Hilfe lokalerTestskanndiesbewerkstel-
ligt werden.Essindalsonur wenigeEckenundKantenzu ber̈ucksichtigen.Die ganzeKomplexität
der Partikel ist nicht von Bedeutung;esist egal, wie viele Kantendie beteiligtenPolygonehaben.
Die Methodewurdeurspr̈unglich von Lin [137] für Anwendungenin dervirtuellenRealiẗat und in
derBewegungsplanungbeiRoboterneingesetzt.DerAlgorithmuswurdeangepaßtundoptimiertfür
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Abbildung 2.14: Die ZerlegungeinesPolygonsin einenRingausEckenundKanten.Kantenhaben
dabeieineOrientierung;blickt manentlangdieserRichtung,liegt dasPolygonlinks derKante.
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Voronoi-
regionVoronoi-

EckeKante

Abbildung 2.15: Voronoiregion einerKanteundeinerEcke

die SimulationzweidimensionalerGranulate.

Von grundlegenderWichtigkeit ist die Frage,wie dasPolygondargestelltwerdensoll. Hier gibt
esverschiedeneMöglichkeiten:mankanneineeinfacheListe von Eckpunktenverwendenoderei-
ne Liste von Strecken, die die Kantenbeschreibt.Für dashier zu behandelndeProblemist esam
sinnvollsten,dasTeilchendurchseineBestandteile(Features)zu beschreiben.DiessindEckenund
Kanten.DieseElementewerdenihrerPositiongem̈aßmiteinanderverkn̈upft, sodaßmaneinenRing
aussich abwechselndenEcken und Kantenerḧalt (Abbildung 2.14).Eine Ecke darf abernicht mit
einemPunktgleichgesetztwerden,ebensowenigeineKantemit einerStrecke.Obwohl naẗurlich die
KoordinateneinesPunktesBestandteileinerEcke sind, so ist diesedocheineweitauskomplexe-
re Struktur, die mehrInformationentḧalt. Gleichesgilt entsprechendfür eineKante;diesehateine
Orientierung.Esist festgelegt, daßbeieinerKanteaufderSeite“links” ist, aufderdasPolygonliegt.

DasKonzeptder“Voronoiregionen”ist für denAlgorithmusvonBedeutung.DasVoronoidiagramm[135]
ist eineZerlegungder Ebenein Bereiche,wobei jedereineMengevon Punktenist, die näheram
Punkt � s als an den Punkten� xFàÅ s liegen.Man kann also mit einemVoronoidiagrammdie Frage
“WelcherPunkt� s liegt amnächstenzu einembeliebigenPunkt á ?” beantworten.

ErweitertmandiesesKonzeptvon Punkten� s auf Ecken undKanteneinesPolygons,sokannman
danndieFrage“WelchesPolygonbestandteilÉ liegt amnächstenzueinembeliebigen(außerhalbdes
Polygonsliegenden)Punkt á ?” beantworten.Die einemPolygonbestandteilzugeḧorigeVoronoiregi-
on ist danndie Mengealler Punkte,die näherzu diesemElementliegenalszu jedemanderen.Die
Regionwird begrenztdurchdasjeweiligeElementundzwei Halbgeraden(sieheAbbildung2.15).

Für denClosest–FeatureAlgorithmusgeḧort alsozudeneinzelnenBestandteilendesPolygonsauch
die entsprechendeVoronoi-Region. JederPolygonbestandteilentḧalt damitdie Koordinatenvon ei-
nem(Ecke)oderzwei(Kante)Punkten,VerbindungenzudenVorgängernundNachfolgerninnerhalb
desRingsunddie BeschreibungderGrenzenderVoronoiregion.EinegraphischeDarstellungdieser
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Abbildung 2.16: DiePunkte£`â und £ � mit demkürzestenAbstanddergetestetenPolygonbestand-
teile (Ecke und Kante) liegenjeweils in der Voronoiregion desanderenElements.Der Abstand
dieserPunkteist alsoderAbstandderPolygone.

Datenstrukturenfindet sich im AnhangE. Mit Hilfe der Voronoiregionenwird im folgendendann
derAbstandzweierPolygonebestimmt.

GegebenseiendiebeidenPolygone� und ã . DerAbstandvon � und ã ist die kürzesteDistanz
ä â � � L Mæåç<èêé âJë çêì-é � c £`â + £ � c

Dabeisuchtmanvor allemdasPaaranPolygonbestandteilenÉ â p É � , aufdemdie Punkteliegen,die
denkürzestenAbstandbestimmen.Dies sind diejenigen,für die £Tâ ¾ ÉBâ und £ � ¾ É � gilt. Sie
gebendemAlgorithmus(closestfeatures)seinenNamen[138–140].

Diesführt zu folgenderAussage:

Gegebenseienzwei beliebigePolygonbestandteileÉBâ und É � derPolygone� und ã . Die Punkte£ â und £ � bestimmendie Distanz
ä â � von É â und É � . Wenn £ â innerhalbderVoronoiregion vonÉ � liegt und £ � innerhalbderVoronoiregion von ÉBâ , dannist

ä â � derAbstandderbeidenPolygone
(zurVeranschaulichungsieheAbbildung2.16).

Ob also ÉBâ und É � mit denzugeḧorigen Voronoiregionen Ä@â and Ä � denkürzestenAbstandder
Polygonefestlegen,kannmit zweiSchrittenfestgestelltwerden.ZuerstsuchtmandiePunkte,dieden
Abstandder zwei Bestandteilefestlegen.Für alle drei Möglichkeiten10 (Ecke-Ecke, Kante-Kante,
Ecke-Kante)sind dieseinfachegeometrischeRechnungen.Anschließendprüft mandie Gültigkeit
derobigenAussage.Ist siezutreffend,hatmandenAbstandderbeidenPolygonebestimmtundhat
dabeinurInformationüberdiebeidenBestandteileÉBâ und ÉBí benutzt.DieserTestist alsounabḧangig
von derKomplexität derbeteiligtenPolygone.

Die Prüfung,ob zwei PolygonelementedenAbstandfestlegen,ist abernur ein Teil derArbeit. Die
Frage,wie mandieseElementefindet, ist genausowichtig. Waspassiert,wenndie Überpr̈ufung,
ob ein Punkt £ â in der Voronoiregion Ä � liegt, ergibt, daßder Punktaußerhalbist? Ist der Punkt
außerhalbdesPolygons11, so mußnachder Definition derVoronoiregionendasbenachbartePoly-

10Hier muß maneinigeSpezialf̈alle [118,139] ber̈ucksichtigen,z.B. paralleleKantenodereine Ecke liegt auf einer
Kante.

11Liegt derPunktlinks derKanteundgleichzeitiginnerhalbdernachlinks verlängertenGrenzenderVoronoiregionen,
soist diesder“worst-case”;währendeinerSimulationkommtdieserFall außerbeiderInitialisierungpraktischnicht vor.
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gonelementÉ |� näheran £`â liegenals É � . Dannwird É � durch É |� ersetztunddieÜberpr̈ufungwie-
derholt.Ein Beweis für die KonvergenzdiesesVerfahrensin drei Dimensionenfindetsich in [137].
DerBeweisist auchfür zweiDimensionengültig, wennmanzylindrischePolyederkonstruiert.

DergesamteAlgorithmus,um denAbstandzweierPolygonezubestimmenist also:

Angenommen,manhatdie BestandteileÉ â and É � aufdenPolygonen� and ã
1. Bestimmedie Punkte£Tâ and £ � mit demkürzestenAbstandderElementeÉBâ and É � .

2. BerechnedieGrenzenderzu ÉBâ geḧorigenVoronoiregion Ä@â .

3. Prüfe,ob £ � im Innerenvon Ä@â liegt. Wennnicht,ersetzeÉBâ durchdaszur verletzenGrenze
geḧorige É |â undspringezu 1.

4. BerechnedieGrenzenderzu É � geḧorigenVoronoiregion Ä � .

5. Prüfe,ob £Tâ im Innerenvon Ä � liegt. Wennnicht,ersetzeÉ � durchdaszur verletzenGrenze
geḧorige É |� undspringezu1.

6. BerechnedenAbstand
ä

von £Tâ und £ �
7. Wenn

ä �î"
, dannschneidensich ÉBâ und É � . Der ersteSchnittpunktfür denÜberlappder

Polygoneist gefunden.

Ein Beispielfür einenmöglichenAblauf desAlgorithmusist in Abbildung.2.17dargestellt.

Der ZeitbedarfdiesesAlgorithmusist proportionalzu ïðE¥��Ø �1Ú � G wobei � die Zahl derPolygonbe-
standteileist. An diesemPunktwird nundie Tatsachewichtig, daßein physikalischesSystemsimu-
liert werdensoll. Um die Differentialgleichung2.2 zu lösen,ist esnotwendig,daßsichdie Partikel
innerhalbeinesZeitschrittesnursehrwenigbewegenunddrehen.Damit ist dieAnnahmegerechtfer-
tigt, daß,wennzwei ElementeÉBâ and É � zumZeitpunkt  denkürzestenAbstandhaben,siedieses
auchsehrwahrscheinlichauchzumZeitpunkt  I �K tun. Trifft diesnicht zu, sind ÉBâ and É � im-
mernochsehrguteAnfangswertefür denAlgorithmus;meistensmußmandenAlgorithmusnurein
zweitesmal durchlaufen.In [118] wird ein Beispielmit 2 Polyedernmit jeweils 2762Elementen
gezeigt.Bei 100000Zeitschrittenmußin 2.2%der Fälle ein zweiter, in 0.1% der Fälle ein dritter
Durchlaufgemachtwerden.Die LaufzeitdiesesAlgorithmusin einerphysikalischenSimulationist
alsoim wesentlichenkonstant.Ein Beispielfür dieLaufzeitensiehtmanin Abbildung2.18.

2.4.4 Parallelisierung

In denAbschnitten2.4.2und 2.4.3wurdegezeigt,wie mandasLaufzeitverhaltender Simulation
verbessernkann,so daßdie UntersuchunggrößererTeilchenzahlenmöglich ist. DieseMethoden
verfolgendasZiel, die vorhandeneRechenleistungbesserzu nutzen.Um eineweitereLeistungs-
steigerungzu erreichen,wird versucht,dasProblemauf mehrereCPUszu verteilen.Eine genaue
Darstellung,wie dieParallelisierungerfolgt,findetsichin [133,136],eineEinführungin dasMetho-
debietet[141]. Hier sollennurnochmalskurzdie grundlegendenSchritteerläutertwerden.

Der am häufigstenangewandteAnsatz,eineDEM-Simulationzu parallelisieren,ist es,denRaum
aufzuteilenunddie Teilgebietevon einzelnenRechnernbearbeitenzu lassen[107,108,123,142].

WerdendabeiInformationenben̈otigt, die eineandereCPUvorhält, somüssendiesemit Hilfe eines
geeignetenProtokolls [143–147] über dasNetzwerkausgetauschtwerden12. Die Kommunikation

12Im allgemeinenbedientmansicheinerBibliothek,diegeeigneteKommunikationsroutinenbereitstellt.Genanntseien
hier dasMessagePassingInterface(MPI) oderdieParallelVirtual Machine(PVM).
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Abbildung 2.17: Ein BeispielderBerechnungdeskürzestenAbstandsmit Hilfe desclosest-feature-
Algorithmus. Zu Beginnhabemandie Ecke N iâ unddie Kante Î i� .

Die Punkte £ iâ and £ i� werdenberechnet.Dannwird gepr̈uft, ob £ i� innerhalbder VoronoiregionÄ@â liegt. Die BegrenzungzwischenN iâ und Î � â wird verletzt,derDurchlaufwird abgebrochenundN iâ durch Î iâ ersetzt.
Der zweiteSchrittwird mit Î iâ Î i� durchgef̈uhrt. Wiederwerdendie Punkte£ �â und £ �� berechnet.£ �� liegt auchinnerhalbvon derVoronoiregion von Î iâ , aberdie Begrenzungzu Î i� wird verletzt.
Der dritte Schritt nutzt entsprechendÎ iâ und N i� . Nachder Berechnungvon £ fâ and £ f� stellt man
fest,daßbeidePunktejeweils innerhalbderentsprechendenVoronoiregion liegen, £ fâ and £ f� geben
denAbstandderPolygonevor.
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Abbildung 2.18: Dargestelltist die Laufzeit(auf eine200MHz SunUltra2 mit UltrasparcProzes-
soren)desClosest-Feature-AlgorithmusbeiverschiedenenEckenzahlenderbeteiligtenPolygone.
Der leichteAnstieg derLaufzeitkommtdaher, daßdurchdasverwendeteTestsetupbei höheren
Eckenzahlenhäufiger(Faktor100)derAbstanderstmit derzweitenIterationgefundenwird.

wird aberauchsehrschnellzum“bottle-neck”,eskannvorkommen,daßdie Kommunikationmehr
Zeit alsdie eigentlicheRechenarbeitben̈otigt [148].

Dagegen sind Parallelrechner, bei denensich mehrereCPUseinengemeinsamenSpeicherteilen,
in der Leistungsklasseder Workstationsimmer häufigeranzutreffen. Threadssind dort ein geeig-
netesWerkzeug,um ein parallelesProgrammauf derartigenRechnerzu implementieren.Explizite
Kommunikationist hier nicht notwendig,alle CPUsarbeitenmit denselbenDaten.Entsprechende
Vorarbeitbei denverwendetenAlgorithmenundDatenstrukturenvorausgesetzt,kannmit Hilfe des
ad̈aquatenProgrammiermodells(Threads) eineeinfacheundeffizienteUmsetzungerfolgen.

Im folgendensollennur die wichtigstenGrundkonzepteerläutertwerden.Damit könnendanndie
ForderungenandieeingesetztenAlgorithmenformuliertwerden,sodaßdiesesichmit Threadskom-
binierenlassen.

Kleiman[141] definierteinenThreadfolgendermaßen:A threadof control,or moresimplya thread,
is anindependentsequenceof executionof programcodeinsidea UNIX process.[. . . ] Thethreads
shareall of theprocess’s memory.

Die Grundideedabeiist einfach:ManstellesicheinProgrammalsein langesBandvonBefehlenvor.
Esgibt danneinelogischeEinheit,diesichandiesemBandentlangarbeitetunddieBefehleausf̈uhrt.
Dabeiwerdendanndie Datenim Speichergem̈aßdenProgrammanweisungenmanipuliert13. Um
nunparallelzu arbeiten,kannmanmehreredieserEinheitengleichzeitigauf diesemBandarbeiten
lassen,wobeisichdiezumanipulierendenDatenim selbenSpeicherbefinden.DieseeinzelnenPfade
derProgrammausführungnenntmandannThread.

Beim Programmierenist dasArbeitenmit Threadssehreinfach.Man ruft, vereinfachtgesagt,eine
Funktionauf,wartetabernicht auf derenBeendigung.Stattdessenwird sie,parallelzumHauptpro-

13Dabei ist dieseEinheit ein logischesKonstruktauseinerCPU, einemProgramm-Counterund einemStack.Unter
UNIX sprichtmandannvoneinemProzeß.
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Abbildung 2.19: WenndieReihenfolgebeiderAusführungzweierAufgabenin beliebigerReihen-
folgea),b) undim Wechselc) erfolgenkann,soist esmöglich,sieauchgleichzeitigauszufuhren.
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Abbildung 2.20: Ein Problemtritt beimgemeinsamenZugriff aufDatenauf,daDatennicht direkt
im Speichermanipuliertwerden,sonderngelesen,verarbeitetundwiedergeschriebenwerden.

gramm,im Hintergrundausgef̈uhrt. Entscheidendist beimEntwickeln, daßdie einzelnenRoutinen
voneinanderunabḧangigsind.Wennesnämlichunwichtigist, in welcherReihenfolgedieAufgaben
erledigtwerden(sieheAbbildung2.19a,b) unddie Aufgabensogarabwechselndbearbeitetwerden
können(c), dannist esauchmöglich,siegleichzeitigzu bearbeiten.Die Funktionselbstgreift dabei
auf die gleichenDatenwie dasHauptprogrammzurück und kanndieseauchändern.Dieserletzte
PunktbedarfgesonderterErläuterungen,dabei nicht korrekterRegelungbeimZugriff auf gemein-
sameDatendasProgrammergebniszufällig wird.

DasProblemtauchtauf,wennverschiedeneThreadsgleichzeitigdenselbenSpeicherver̈andernwol-
len. Nehmenwir an,wir habenzwei Threads.Beidesollenauf eineVariable � einenfestenWert
addieren.Wie mannunin Abbildung2.20sieht,ist esmöglich,die Zugriffe derThreadszeitlich so
zu verzahnen,daßdasErgebnisdeseinenThreadsdurchdasdesanderen̈uberschriebenwird. Das
Ergebnis,mit demweitergerechnetwird, ist 8 undnicht 9.

Offensichtlichmußmandafür Sorgetragen,daßimmernureinThreadDatenver̈anderndarf.Hierzu
verwendetmansogenannteSemaphore.Ein Semaphorist damiteineArt Berechtigungsschein. Bevor
Datenver̈andertwerdensollen,wird dieseBerechtigungangefordert,danachzurückgegeben.Fordert
maneinSemaphoran,obwohl dasSemaphorim Momentnichtverfügbarist,wird derThreadsolange
angehalten,bis jeneswiederfreigegebenwurde.In der Spracheder ThreadsheißendieseZugriffe
aufein Semaphorlock undunlock, die Semaphoreselbstwerdenalsmutex bezeichnet.
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Abbildung 2.21: DurchdieNutzungdesSemaphorsS, daßeinThreadvomBetriebssystemzugeteilt
bekommt,kanngewährleistetwerden,daßnurein ThreadZugriff aufbestimmteDatenhat.

Die korrekteAusführungdesobigenBeispielsist in Abbildung2.21dargestellt.Thread1 sichertsich
durchdieAnforderungdesSemaphorsSdenalleinigenZugriff aufF. Thread2 mußsolangewarten,
bis Thread1 fertig ist unddenZugriff aufF wiederfreigibt.

WievieleSemaphoremannutzt,undwelcheZugriffe abgesichertwerdenliegt alleinbeimEnwickler.
Ein Semaphorscḧutzt nämlichaktiv keinebestimmteVariable,sondernist nur ein Hilfsmittel. Ein
ThreadkannjederzeiteinenSemaphorignorierenundaufdiezuscḧutzendeVariablezugreifen.Ent-
sprechendeFehlersindsehrschwerzu entdecken,dasienicht deterministischauftreten.Sorgfältige
Planungist hiernotwendig,umdie Integrität vonDatenzugewährleisten.DaZugriffe aufeinSema-
phorZeit in Anspruchnehmen,solltemansienurverwenden,wenndiesnotwendigist.

2.4.5 Anpassungan die Algorithmen

Die HauptschleifedesProgrammesgliedert sich in mehrereArbeitsschritte,wobei jeder Arbeits-
schritteinesodermehrereErgebnissedesvorhergehendenSchrittsben̈otigt.

In derTabelle2.4sinddieseeinzelnenArbeitschritteaufgef̈uhrt.GleichzeitigsinddieDatenbereiche
angegeben,aufdie lesendoderschreibendzugegriffen wird. FolgendeBereichesindrelevant:

£�ñóòHE¥q G DatendesPredictor-Corrector, diePositiondesTeilchens,LagederEcken
desi -te Teilchensã¬ã¬E¥q p�ôöõ G Datender Bounding–Box,jeweils für die X- oder Y-Achseund dasi -te
Teilchen°*ñ¤÷�E¥q p v G Datenfür eine(mögliche)Kollisionzwischendemi -tenundj -tenTeilchens°*ñ¤÷�E¥q p v GDø °*ñ¤÷�E¥v p q Gü�E¥q G DatenderKraftberechnungfür dasi -te Teilchen

AusderTabellekannmandannschließen,wie die Arbeit aufThreadsaufgeteiltwerdenkann.

Die Schritte1-4könnenfür jedesTeilchenunabḧangigvonallenanderendurchgef̈uhrt werden.Man
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Arbeitsschritt lesen schreiben

1 Predictor £�ñ¤ò�E¥q G £�ñ¤òHE¥q G
2 div. Vorberechnungen £�ñ¤ò�E¥q G £�ñ¤òHE¥q G
3 PositionderEcken £�ñ¤ò�E¥q G £�ñ¤òHE¥q G
4 LagederBB. £�ñ¤ò�E¥q G ã�ã¬E¥q p�ô G ã�ã¬E¥q pBõ G
5 SortierenX-Achse ã¬ã�E¥q p�ô G £�ñ¤ò�E¥q G £¤ñ¤òHEmù G ã�ã¬E¥q p�ô G ã�ã¬Emù p�ô G °*ñ¤÷�E¥q p v G
6 SortierenY-Achse ã¬ã�E¥q pBõ G £�ñ¤ò�E¥q G £�ñ¤òHEmù G ã�ã¬E¥q pBõ G ã�ã¬Emù pBõ G °*ñ¤÷�E¥q p v G
7 Abstandsberechnung °*ñ¤÷�E¥q p v G £�ñ¤ò�E¥q G £�ñ¤òHE¥v G °�ñó÷�E¥q p v G
8 Kraftberechnung °*ñ¤÷�E¥q p v G £�ñ¤ò�E¥q G £�ñ¤òHE¥v G ü�E¥q G ü�E¥v G
9 Corrector ü�E¥q G £�ñ¤òHE¥q G

Tabelle2.4: Alle SchritteundZugriffe sindimmerfür dasi -tenTeilchenoderdie Kombinationaus
i -tenundj -tenTeilchenangegeben.

kannalsodieZahlderThreadsanderZahlderverfügbarenProzessorenorientierenundjedendavon
einenTeil derPartikel bearbeitenlassen.

Da Schritt 6 keineErgebnissevon Schritt 5 ben̈otigt und vice versa,könnendiesebeidenSchritte
gleichzeitigabgearbeitetwerden;esbietetsich an 2 Threadszu verwenden.StehenmehrProzes-
sorenzur Verfügung,sollteesmöglich sein,die Sortierarbeitpro Achseauchauf mehrereThreads
zu verteilen,solangedie “Nahtstellen”derTeillistendannnochnachsortiertwerden.Da esvorkom-
menkann,dasmehrereThreadsnach°*ñ¤÷�E¥q p v G schreiben,müssendieseZugriffe durchSemaphore
abgesichertwerden.

In Schritt7 und8 müssenalle gefundenenKollisionen °*ñó÷�E¥q p v G weiterbearbeitetwerden.Da die
Berechnungpro Kollision nicht von denErgebnisseneineranderenKollision abḧangt,könnendie
Daten °�ñó÷�E¥q p v G auf beliebigeThreadsverteilt werden.Nur dermöglichegleichzeitigeZugriff aufü¤E¥q G mußmit Semaphorengesichertwerden.

Im neuntenSchritt ist die SituationdenSchritten1-4 sehrähnlich.Die Berechnungenbetreffen nur
einTeilchen.Die Arbeit kannwiederaufbeliebigvieleThreadsaufteiletwerden.

2.5 Testder Simulationen

DasGIGO14-Prinzip [149] bei der Entwicklungkomplexer Programmemachteserforderlich,die
Softwareintensiv zu testen.DabeisindverschiedeneSortenvon Fehlernzuunterscheiden:

u syntaktischeFehler

u semantischeFehler

u logischeFehler

u FehlerdesModells

TypischeSyntaxfehlersind falschgeschriebeneBefehlsworte oder fehlendeKlammern.Ein fertig
compiliertesProgrammist immersyntaktischkorrekt,wennderCompilerfehlerfreiarbeitet.Seman-
tischeFehlerkönnennur teilweisevon Compilernerkanntwerden.Zwei Fehlersinddabeigeradezu

14Garbagein - Garbageout
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Abbildung 2.22: Die grundlegendeStruktur von gc2d bei der Nutzungvon zwei Threads.Die
Kombinationvon Predictor-Corrector, Sortierenundclosest-feature-Algorithmus ist dargestellt,
ebensodienotwendigenSemaphorenunddieZeitpunktederSynchronisation.EineKommunika-
tion im SinnedesAustauschesvon Variablenist nichtnotwendig.

“klassisch”:dieDivisiondurchNull undeinZugriff aufung̈ultigeSpeicherbereiche.DerersteFehler
führtzumAbbrucheineslaufendenProgrammes,derzweitekannunentdecktbleibenundzufalschen
Ergebnissenführen.Ein logischerFehlerzeigtsichnichtdurchFehlermeldungen,sondernproduziert
im allgemeinenfalscheResultateoderein unerwartetesVerhalten.Ein typischerlogischeFehlerbei
gc2d wäreein Problemmit der Listenverwaltungoderein Synchronisationsproblem der Threads.
Durchausf̈uhrlicheTestswährenddergesamtenEntwicklungsphasevon gc2d wurdeversucht,die-
seFehlerzu entdecken undzu beseitigen.Durchvielfältige Sicherheitsabfragenwurdedafür Sorge
getragen,daßkeinefalschenErgebnisseberechnetwerden.Auf dieseTestssoll nicht weitereinge-
gangenwerden.

Viel wichtigerfür eineSimulationist, ob daszugrundeliegendeModell zuverlässigist. Bevor in den
Abschnitten3 und4 die ErgebnissegroßerSimulationenmit denExperimentenverglichenwerden,
sollenhiernocheinigeeinfacheSimulationengezeigtwerden,derenErgebnisanalytischbekanntist.

2.5.1 Reibung

Hier wird dasVerhalteneinesBlockesaufeinerschiefenEbeneuntersucht.Wenndie schiefeEbene
denWinkel § mit derWaagerechteneinschließt,wirkt auf denKörperdie Hangabtriebskraftü µ ���ú � L M § und die Normalkraft ü³ý �_��ú ���1� § . Der Körper fängtdannan zu rutschen,wenndie
Reibung üTS �öX ü�ý kleinerist als ü µ . Eswurdenin derSimulationeinflacherBlock aufverschiedene
geneigteEbenengesetztundermittelt,abwelchemWinkel er zu rutschenbeginnt.Esmußdabei

Xû� « %�M § (2.53)
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Abbildung 2.23: Die durchgezogeneLinie ist
« %�M § , die Punktegebendie NeigungderEbenean,

abder in derSimulationderBlock zu gleitenbeginnt. Dabeiwurdendie Ebenenin 1ø -Schritten
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Abbildung 2.24: Dargestelltist dienotwendigeKraft, umeinenruhendenBlock derMasse
;1"1"�ú

zu
beschleunigen.

gelten.In Abbildung2.23erkenntman,daßdie Simulationsehrgutmit derTheorieübereinstimmt.

Ein weitererTestfür dieReibungsgesetzeist,aufeinenBlock,deraufeinemglattenUntergrundruht,
eineimmergrößerwerdendeKraft wirkenzu lassen.SolangedieseKraft kleiner ist als

X.� ü³ý darf
der Block sich nicht bewegen;diesgilt unabḧangig von der Auflagefl̈ache.Dies wurdesimuliert,
wobei für jedenWert desReibungskoeffizienten18 verschiedeneTeilchenformengleicherMasse���/;1"1"�ú

simuliertwurden.

In Abbildung 2.24 ist die Kraft aufgetragen,die notwendigwar, um denBlock zu beschleunigen.
Der lineareAnstieg wird sauberreproduziert.In Abbildung2.25ist dieprozentualeAbweichungder
tats̈achlichenKraft vom theoretischenWert dargestellt.Bei kleinenWertenvon

X
ist derFehleram

größten.Dieshängtabernicht mit derModellierungselbstzusammen,sondernvielmehrdamit,daß
esschwierigist, denexaktenZeitpunktdesBewegungsbeginnszu bestimmen.

BetrachtetmanaberdieAbhängigkeit vonderAuflagefl̈ache(Abbildung2.26),stelltmaneineleichte
Abhängigkeit derben̈otigtenKraft von derAuflagefest.Diesliegt nichtandenKraftgesetzen;diese
machenkeinenUnterschiedbei der Auflagefl̈ache.Beim theoretischenModell wird angenommen,
daßderKörperwederrotiert,nochsichsenkrechtzur Oberfl̈achebewegt. Tats̈achlichübt die ander
VorderkantedesTeilchensbefestigteFederaberimmer auchein kleinesDrehmomentaus.Dieser
Effekt ist bei den Partikeln mit der kleinstenAuflagefl̈ache,also den hohenTeilchen,besonders
groß.

2.5.2 Stoßvon zweiund mehr Teilchen

DieeinfachsteArt, dieKollisionvonPartikelnzuuntersuchen,istes,Stoßexperimentedurchzuf̈uhren.
DieseUntersuchungenkönnenauchmit gc2d durchgef̈uhrt werden.

Da derelastischeStoßuntersuchtwerdensoll, ist die Dämpfungskonstante
	���"

. Für die Reibung
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Abbildung 2.25: Die relative Abweichungvom theoretischenWert ist im BereichsehrkleinerRei-
bungamgrößten.Dies liegt aberanderSchwierigkeit, denBeginn derBewegungfestzustellen.
Gemitteltwurdejeweils überverschiedeneAuflagefl̈achendesBlocks,die Fehlerbalkenentspre-
chenderStandardabweichung.
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Abbildung 2.26: Hier wurdedie Abweichungderzur BeschleunigungnotwendigenKraft für ver-
schiedeneAuflagefl̈achenbestimmt.GemitteltwurdedabeiüberWertevon

X
im Bereich0.05bis

0.95,dieFehlerbalkenentsprechenderStandardabweichung.
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Abbildung 2.27: Zwei Scheibena)vor undb) nachdemStoß
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Abbildung 2.28: JenachLagederEckenkönnenverschiedeneDrehmomentebeimStoßentstehen.
Grüneingezeichnetsinddie Kraefteunddie Strecke h i h � (sieheAbbildung2.4)
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Abbildung 2.29: GeschwindigkeitsvektorennachdemStoß.
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Abbildung 2.30: Winkelgeschwindigkeitzweier64-EckenachdemStoßin Abhängigkeit desStoß-
parametersüý . AufgrundderSymmetriederAusgangssituationkönnendie Partikel nur gleichen
Drehsinnhaben.

gilt ebensoþ ÿ � , � ist ebenfalls 0. Die beidenVielecke habengleicheMaßeund zu Beginn die

Geschwindigkeiten ���©ÿ
���	�� und ��
�ÿ �

���	�� . NachdemStoßwerdendie Geschwindig-

keiten�� und �
 bestimmt(sieheAbbildung2.27).

In Abbildung 2.29 sind für verschiedeneWertevon üý die Geschwindigkeitsvektoren �� (rot) und�
 (blau) aufgetragen.Entsprechendder Energie- und Impulserhaltungliegen die Endpunkteder
VektorenaufeinemKreis mit demRadius

���	�
. DerStreuwinkel ist gegeben[150] durch

� ÿ������������ �
�
� � (2.54)

In Abbildung 2.31wird dieserWert mit der Simulationdes64-Ecksverglichen.Die Übereinstim-
mungvonTheorieundSimulationist auchfür denFall, daßsichdie Teilchennurnochstreifen,sehr
gut.

In Abbildung2.30ist die Winkelgeschwindigkeit derPartikel nachdemStoßdargestellt.Wenndie
ReibunggleichNull ist,habenScheibenkeineMöglichkeit, beieinemStoßdasRotierenzubeginnen.
Ganzandersist dies bei Polygonen.Hier könnenaufgrundder Tatsache,daßdie Teilchennicht
glatt sind,sondernEckenunddamiteinegewisseRauhigkeit haben,beimStoßauchDrehmomente
entstehen(sieheAbbildung 2.28).Dies bedeutet,daßdurchdie PolygonalgestaltderTeilcheneine
Oberfl̈achenrauhigkeit repr̈asentiertwerdenkann,die einendeutlichenEinfluß auf die Simulation
hat.

Für denFall der inelastischenKollision kannder Energieverlustbei einerKollision bestimmtwer-
den.Dieserwird durchdenRestitutionskoeffizientenbestimmt.Wie in Abbildung2.32zu erkennen
ist, hängtderEnergieverlustnicht nur von der Dämpfungab,sondernauchvon derGeometrieder
Kontakte.

In dernächstenSimulationwurdeüberpr̈uft, wie sichdasSystembeidergleichzeitigenKollision von
mehrerenTeilchenverḧalt. Dazuwerden� TeilchenaufdieEckeneinesregelmäßigen� � Ecksge-
setzt.DerBetragderGeschwindigkeitenallerTeilchenist gleich,dieRichtungist zumgemeinsamen
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Abbildung 2.31: Der Streuwinkel
�

in Abhängigkeit vom Stoßparameterüý . Die theoretischeVer-
lauf
� ÿ ����������� ��üý ist alsLinie eingezeichnet.
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Abbildung 2.32: Die Abhängigkeit desRestitutionskoeffizienten ! vonderDämpfungundderForm
derPartikel. GemitteltwurdeüberverschiedeneStoßparameter
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, die Fehlerbalkenentsprechend

derStandardabweichung.
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a) b)

Abbildung 2.33: a) Ist die Teilchenzahlein Teiler derEckenzahl,sosinddie Kontaktealle gleich.
Im Fall b) trifft diesnicht zuunddie Ausgangssituationist nichtmehrrotationssymmetrisch

Schwerpunkthin. TheoretischsolltendieTeilchengleichzeitigalsRing kollidierenunddannwieder
sternf̈ormig mit gleicherGeschwindigkeit auseinanderfliegen.Dies ist wenigerein Testfür die ver-
wendetenKraftgesetze.DiesekönnendasVerhaltenauf jedenFall beschreiben.Vielmehrkönntedie
NumerikoderderDiffenrentialgleichungslöser zu Fehlernführen,wennfür ein Teilchendie Stöße
derbeidenNachbarnnichtgleichbehandeltwerdenunddieserFehleraufsummiertwird.

DieTrajektorienfür denFall von24Teilchensindin Abbildung2.34(a),dargestellt.Die Abweichung
derGeschwindigkeitennachdemStoßsiehtmanin Abbildung2.35(a),dieAbweichungvomWinkel
in 2.35(b).GemitteltwurdejeweilsüberalleTeilchen.Die FehlersindbeiderGeschwindigkeit selbst
im schlechtestenFall unter1%, schwanken aberbetr̈achtlich.Insbesonderefür 2,4,8,16Eckensind
die Fehlerbalkensoklein, daßsiefastnicht mehrdargestelltwerdenkönnen.Hier stellt sichheraus,
daßwiederdie TeilchengestaltderGrundfür diesesVerhaltenist. Die verwendetenTeilchenwaren
64-Ecke,die besonderssauberenProgramml̈aufehattenimmerEckenzahlen,die Teiler von 64 sind.
In Abbildung 2.33 siehtmandasProblem.Da die die Partikel so erzeugtwurden,daßeineSym-
metrieachseparallelzurX-Achsewar, sinddieeinzelnenKontaktenichtgleichwennEckenzahlund
Teilchenzahlteilerfremdsind.DamitfindendieKollisionensindnichtmehrgleichzeitigstattunddas
simulierteSystemweichtin einementscheidendenPunktvon derTheorieab,die annimmt,daßalle
Kollisionengleichzeitigstattfindenundidentischsind.Dies ist aberkein ProblemderKraftgesetze,
sonderneineFolgedesÜbergangsvon rundenzueckigenTeilchen.

Wie nun ist derEinflußderForm im Vergleichzu möglichenSchwankungenderGeschwindigkeit,
wennmandasExperiment[151] in derRealiẗat durchf̈uhrenwürde?Dazuwurdennochzwei wei-
tereFälle simuliert.Einmalschwanktedie Anfangsgeschwindigkeit um 0.05%,beimzweitenLauf
um0.5%.

Für denerstenLauf sind die Datenin Abbildung 2.36dargestellt.Die Fehlersind deutlichgrößer
undesgibt auchkeineSonderstellungderKollisionenvon 4, 8,16Teilchen.

Für denzweitenLauf sind in Abbildung2.34(b)die Trajektorienfür 24 Teilchendargestellt.Es ist
zu erkennen,daßdie (scheinbare)SymmetriederAnfangsbedingungnicht mehrvorhandenist. Die
FehlerbeiderGeschwindigkeit undbeidenWinkeln ist umeineZehnerpotenzgrößerundliegt in der
GrößenordnungderStartgeschwindigkeit. Ein vergleichbaresExperimentmüßtemit extremerSorg-
falt die Anfangsbedingungen realisieren,wennderEinflußderTeilchenformnachgewiesenwerden
soll.

Zusammenfassendkannmansagen,daßdieKraftgesetzedieverschiedenenStößegutreproduzieren.
Die AbweichungenaufgrundderPolygondarstellungderTeilchensindnachvollziehbarundvern̈unf-
tig.
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Abbildung 2.34: Trajektorienvon24Teilchen,dieaufeinemKreismit demRadius0.1in Richtung
Ursprungfliegen.Der innereKreis ist der Umkehrpunktbei der Kollision, der äußerstePunkt
jederTrajektoriegibt die PositionamEndederSimulationan.
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Abbildung 2.35: Abweichungenbei dergleichzeigenKollision von Kugelnmit gleicherAnfangs-
geschwindigkeit. Gemitteltwurdeüberalle Partikel, die Fehlerbalken entsprechenderStandard-
abweichung.
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Abbildung 2.36: AbweichungenbeiderKollision vonKugelnmit zufällig um0.05%variierdenden
Anfangsgeschwindigkeiten. Gemitteltwurdeüberalle Partikel, die Fehlerbalkenentsprechender
Standardabweichung.
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Abbildung 2.37: Abweichungenbei derKollision von Kugelnmit zufällig um 0.5%variierdenden
Anfangsgeschwindigkeiten. Gemitteltwurdeüberalle Partikel, die Fehlerbalkenentsprechender
Standardabweichung.
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Abbildung 2.38: Roteingezeichnetist dieSimulationmit !�ÿ � , alsoderBrachystochrone.

2.5.3 Brachystochrone

“Die Geradeist die kürzesteVerbindungzwischenzwei Punkten”,abernicht immerdie schnellste,
mußmanhinzuf̈ugen.EineRutscheverbindezwei Punkte "$#��&%�'(�&) und "$#(
*%�'*
�) , esgilt '*+�ÿ,'*
 �'(�.- � und #(+(ÿ/#�
 � #0�.-

�
unddie Gravitation ist parallelzur Y-Achse.Die Frageist, welche

Form die Rutschehabenmuß,damit ein auf ihr reibungsfreirutschender Punktmöglichstschnell
von einemPunktzumanderengelangt.DiesesProblemgehtzurück auf die Gebr. Bernoulli (1696).
Die Lösungskurve heißtBrachystochrone.Die allgemeineLösung[152] ist eineZykloide mit der
Parameterdarstellung

#�ÿ21 
3�4 "65 � ��� �.5.) , '�ÿ7'*+ � 1

3�4 "68 � ��9��:5;)�% (2.55)

wobeisichdas 5 derschnellstenBahnaus

#(+
'*+ ÿ

5 � ��� �.58 � ��9��05
(2.56)

bestimmt.Für die Simulation[153] wurde 5_ÿ < gewählt unddamitgilt =?>@ > ÿBA
 Die Rutschbahn
wurdeausvielenWändenzusammengesetzt,sie ist alsoeigentlichein Polygonzug.Dasrutschende
Partikel hat64 Ecken,ist alsohinreichendrund.DerWert für die Reibung þ wurdeaufNull gesetzt.

Die Form(sieheAbbildung2.38(b))derRutschbahnwurdedurch

#*ÿ 1 
3�4C"65 � ��� �.5.) , '�ÿ�"$'*+ � 1

3�4D"68 � ��9��:5;)6)FEG"68HEG!*��� � 
 "6��#:)6) (2.57)

vorgegeben.!�ÿ � ist dieungesẗorteLösung,!I- � überḧohtdenMittelteil derBahnund !IJ � senkt
ihn ab. In Abbildung2.38(a)ist danndie Form derBahnenund die Zeit, die dasTeilchenbis zum
Ziel braucht,dargestellt.
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Abbildung 2.39: Detailansichtder “Nägel” desGaltonbretts.Durch die Verformungder oberen
Spitzewird eineAsymmetriederVerteilungerreicht.

2.5.4 Galton–Brett

Die vorhergehendenTestshabenimmer das Verhaltender Simulation bei einzelnenKollisionen
einesoder mehrererTeilchenbetrachtet.Sehrviel schwierigerist es, ein Systemzu finden, das
zwar möglichstzufällige Kollisionenumfaßt,dessengenauerEndzustandaberleicht zug̈anglichist.
Gleichzeitigsoll die Simulationauchanschaulichseinund die Korrektheitder Simulationsoll mit
dembloßenAugeerkennbarsein.

EinscḧonesSystem,dasall dieseEigenschaftenhat,istdasGalton-Brett.EigentlichdientdasGalton-
Brett derVeranschaulichungderBinomialverteilung.Die Binomialverteilungbeschreibtein Experi-
mentmit genauzweimöglichenErgebnissenK und "$LNM 1

O*P KQ) , welchedieWahrscheinlichkeit R und"68 � R() haben.Wird diesesExperimentL -mal untergleichenBedingungendurchgef̈uhrt, dannwird
dieWahrscheinlichkeit, daßdasErgebnisK k-malvorkommt,durchdie Binomialverteilung:

�TSVU W "6XY)Hÿ L X R[Z\"68 � R()
SV] Z (2.58)

beschrieben.In derSimulationgibt es10 “Nagelreihen”,alsoist Lbÿ^8 � . IndemmaneinenNagel
nicht unterhalbderMitte zweierNägelpositioniert,sondernversetztdazu,kann R variiert werden.
In der Simulationwurdedazudie SpitzederSechsecke verschoben,so daßdie Kugelnnicht mehr
gleichm̈aßignachlinks undrechtabgelenktwerden,sonderneseinebevorzugteSeitegibt. Simuliert
wurde R ÿ �
 (Abbildung2.39(a))und R ÿ 
_ (Abbildung2.39(b)).JedeSimulationwurdemit ca.
2300Kugelndurchgef̈uhrt, dieEndsituationsiehtmanin Abbildung2.40(a)und2.41(a).Dannwur-
dendieKugelnin jedemSchachtausgez̈ahlt undaufgetragen,gleichzeitigwurdemit Gleichung2.58
die theoretischeVerteilungberechnet.Dargestellt sind die Ergebnissein Abbildung 2.40(b) und
2.41(b),die Wertestimmengut überein,auchdie Asymmetrieder Verteilungbei Rbÿ 
_ ist vor-
handen.Mit gc2d kannmanalsoein Galtonbrettrealiẗatsnahsimulieren.

2.5.5 MaxwellscherDämon

Es geḧort zu denStandardaufgabeneinerVorlesungüberStatistik,daßmanausrechnet,wie wahr-
scheinliches ist, daßsich in einemWürfel, der eineTrennwandmit einemkleinenLoch entḧalt,
n% mehrGasmolek̈ule in dereinenalsin deranderenHälfte befinden.TypischeErgebnissewerden



66 Simulationsmethoden

(a)Simulation

2 4 6 8 10

0

100

200

300

400

Schacht #

A
nz

ah
l

(b) Verteilung

Abbildung 2.40: SimulationdesGalton-Brettesmit R
ÿ �
 . a) Der Endzustandder Simulationb)
ZahlderKugelnin einemSchacht(blau)unddertheoretischeWert (rot).
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Abbildung 2.41: SimulationdesGalton-Brettesmit R
ÿ 
_ . a) Der Endzustandder Simulationb)
ZahlderKugelnin einemSchacht(blau)unddertheoretischeWert (rot).
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dannimmermit demAlter desUniversumsverglichen.In diesemZusammenhangwird dannauch
derMaxwellscheDämonvorgestellt.MachtmandasgleicheExperimentstattdessenmit Granulaten,
sofindetmanErstaunliches;mankanndemMaxwellschenDämonbei derArbeit zusehen.

EinemGranulatwird in einemKastendurchVibration laufendEnergie zugef̈uhrt, um denEnergie-
verlust durch Kollisionen auszugleichen.Am BodendesSystemsgibt es eine kleine Trennwand.
Bei entsprechendeAmplitude und Frequenz15 der Vibration wird binnenkurzerZeit die Symme-
trie gebrochenunddasGranulatsammeltsichauf einerSeitederTrennwandan.Eggershatdieses
Pḧanomengenaueruntersucht[154]. Hier seinur ein einzelnerLauf von gc2d beispielhaftvorge-
stellt.

Anschaulichwird dasVerhaltendesSystems,wenn man die zeitliche Entwicklung (sieheAbbil-
dung2.42)untersucht16. Ein Clustervon Teilchenkannbei derKollision mit einemeinzelnenTeil-
chendessenEnergie sehrleichtdissipieren.Sobaldsichalsoin einerHälftedesBeḧalterseinhinrei-
chendgroßerClustergebildethat,wird dieserweitereTeilcheneinsammeln,aberdurchdieVibration
desBeḧaltersnicht zersẗort. Gleichzeitigwird in deranderenHälfte desSystemsdasgranulareGas
verd̈unnt,die mittlere Geschwindigkeit steigtan. Im Endzustandhabensich alle Partikel auf einer
Seitein einerSchichtangesammelt,diedurchdie Vibrationnichtmehrangeregt wird.

(a) t=0 s (b) t=1 s (c) t=2 s (d) t=3 s

(e) t=4 s (f) t=6 s (g) t=8 s (h) t=15s

Abbildung 2.42: Zeitliche Entwicklung von Partikeln in einemvibrierendenKastensmit einer
Trennwand.

15AusderAmplitudeundderFrequenzderVibrationkanndiemaximaleBeschleunigung̀ derTeilchenabgeleitetwer-
den.EswurdenkeinesystematischenStudienfür verschiedeneWertè durchgef̈uhrt.Vielmehrzeigtenmit dengewählten
Parameternfür die Frequenzacbedgfihkj�dgf Hz undderAmplitudevon wenigenTeilchendurchmessernalle Simulationen
dasbeschriebenenPḧanomen.

16Auf derbeigelegtenCDROM befindetsichderFilm gas.mpg , dereinenkomplettenSimulationslaufzeigt.
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(a)ZeitlicheEntwicklungderTeilchenzahlin derlin-
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Simulationin Abbildung2.42.
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(b) ZeitlicheEntwicklungdermittlerenGeschwin-
digkeit in der linken(rot) undrechten(blau)Seite
desKastensfür dieSimulationin Abbildung2.42.

Abbildung 2.43: ZeitlicheEntwicklungenin einervibrierendenBox mit einerTrennwand.
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Kapitel 3

Druckverteilung in Schüttgutsäulen

3.1 Grundlagen

Im GebietdermechanischenVerfahrenstechnikgibt eseineninteressantenEffekt, dersehranschau-
lich dasnichtintuitive VerhaltenvonGranulatenbelegt. Dabeiwird granularesMaterialin eineRöhre
gefüllt und der Druck auf Untergrundbzw. auf die Seitenẅandebestimmt.Eine SkizzedieserAn-
ordnungist in Abbildung3.1gezeigt.

WürdesichderSandwie eineFlüssigkeit verhalten,wärezu erwarten,daßderDruck linear von l
abḧangt m�n @po�ý�q "6l*)srtl . Im Gegensatzdazuzeigt sichallerdings,daßbei GranulatenderDruck ab
einergewissenTiefenicht mehrweiterzunimmt,sonderneinenSättigungswert1 erreicht.

Zur Modellierunggibt eseinenbekanntenAnsatzausdemvorletztenJahrhundertvonJanssen[155],
der diesesVerhaltenmit einemKontinuumsmodellbeschreibt.Da diesesModell im folgendener-
weitertwerdensoll,wird hierderklassischeLösungsweg unddieentsprechendenAnnahmenfür den
zweidimensionalenFall skizziert.

Hier soll dasProblemin zwei Dimensionenbehandeltwerden.NachJanssenbetrachtetmaneine
dünneScheibemit der Dicke dl und der Breite � � . Für die Vertikalspannunguwvpv wird angenom-
men, daßsie über die ganzeBreite der Scheibekonstantist. Weiterhin wird angenommen,daßu = v ÿxu v = ÿ � ist. Damit sind u =y= und u vzv die Hauptspannungenund die durchdie Reibung an
derWandverursachteSpannung{}| verḧalt sichwie eineVolumenkraftdichte[123]. Die Gleichge-
wichtsbedingunglautetdann

~ u vzv~ l E
{}|� ���y� ÿ

� �
(3.1)

Mit der CoulombschenReibung {}| ÿÀþF��u =y= und der Annahme,daß u =y= und u vzv in einemfesten
Verḧaltnis

Xðÿ u =y=u vzv (3.2)

1Dies ist der Grund,warumSilowändeeinekonstanteDicke aufweisen,währendStaud̈ammenachuntenhin immer
breiterwerden.
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Abbildung 3.1: DasKoordinatensystemfür die BerechnungdesSpannungstensorsin einerScḧutt-
guts̈aule

stehen,ergibt sichfür daszweidimensionaleSystemdieDifferentialgleichung
~ u vzv~ l EGu vzv

þF�}X� �G�y� ÿ
� % (3.3)

derenLösungmit derAnfangsbedingungu vzv " � )�ÿ �

u vpv ÿ �y� �XWþF� 8 ���
]i���T�� v bzw. u =y= ÿ ���

�
þF� 8 ���

]i���T�� v (3.4)

ist.

Dabeigibt �
4 � þ
] �� denGrenzwertan,gegendenderDruck u =y= auf die Wandasymptotischstrebt.

Zu beachtenist, daßder Reibungskoeffizient þF� nicht identischseinmußmit demReibungskoef-
fizienten þ , der zwischenzwei Teilchenwirkt [123]. Der Grundhierfür ist, daß þF� auchvon der
Oberfl̈achederWandabḧangt(rauh,uneben,etc).Deswegenwird þF� alsFitparameterverwendet.In
Abbildung3.7(a)ist derDruckverlauf für verschiedeneWertevon þF� gezeigt,derRadiusderRöhre
ist 10 cm. Für kleineWertevon l nimmt derDruck vergleichbardemhydrostatischenFall mit �

4 l
zu.JegrößerdieReibungist, destoehergehtdasSystemdannin asymptotischeBereichekonstanten
Drucksüber.

Ein Beispielfür eineSimulationist in Abbildung3.2dargestellt.SimuliertwurdeeinRohrmit einem
Durchmesserund einer Höhe von etwa 40 cm. Es wurden10000Teilchenmit einenRadiusvon
1 mm �;8 � %, einemReibungskoeffizientenvon þ ÿ ���	� , einerEckenzahlzwischen8 und 10 und
einenElastiziẗatsmodulvon 8 �*� N

m simuliert.Gefüllt wurdedasSilo durchEinwurf derTeilchenam
oberenEndedesRohres.Dabeidarfdie Zuflußratenichtzu großsein,dasichsonstPfropfen2 in der
Scḧuttguts̈aulebildenkönnen.Dabeiist dasGranulatzwischendenWändeneingeklemmt,u =y= kann
beliebigstarkfluktuieren.Der Druckverlauf an denWänden(Abbildung 3.2(a))zeigt für u =y= undu vzv , daßauchin derSimulationein BereichderSättigungerreichtwird. Durchdie Simulationist es
nunmöglich,dieAnnahmenderJanssenschenLösungim InnerendesGranulateszu überpr̈ufen.Die

2Die Pfropfenkönnenin derFördertechnikaberaucherwünschtsein,wie Gröger[123] für denSchlauchbandförderer
zeigte.
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Abbildung 3.2: Silo mit senkrechtenWänden,þûÿ ��� 3

Spannungenin Vertikal-undHorizontalrichtung( u =y= und u vzv ) sindin Abbildung3.2(b)ortsaufgel̈ost
dargestellt.Mansieht,daßdieAnnahme,daßu =y= überdenQuerschnittkonstantsei,relativ guterfüllt
ist. Bei u vzv zeigensichhingegengrößereSchwankungen,dievon ihrerFormaufdieAusbildungvon
Kraftpfadenschließenlassen.BerechnetmandasVerḧaltnis X (sieheauchAbbildung3.2(c)),dann
ergibt sich der Mittelwert X/ÿ ���	� 3 � ��� 8�� . Die Dichte � in Gl.3.4 gibt die mittlere Dichte des
Granulatesan,nicht die eineseinzelnenPartikels.Dies wird durchdasProduktderTeilchendichte
undderRaumausf̈ullung derTeilchenin derSimulationberechnet:

� ÿ � ýT�����
��������� ��c
 (3.5)

Dabei ist � ýT��� (sieheAbbildung 3.2(d)) im gesamtenSystemhomogen,einehöhereDichte durch
die Kompressionder unterenBereicheoderFluktuationendurchdenEinfüllvorgangsind nicht zu
erkennen.Gemitteltergibt sich � ýT��� ÿ

���	��� � ���	��� Mit diesen,von der Simulationvorgegebenen
Werten,wird þF� in Gleichung3.4 andie DatenderSimulationangefittet.DasErgebniseinesleast-
squareFits ergibt þF�¤ÿ ���	��� . Damit stimmendie Druckerverläufefür u =y= und u vzv sehrgut mit der
Theorieüberein.

3.2 Erweiterung auf verallgemeinerteSiloformen

Gleichung3.4 wird nun von einemRohr mit festemRadiusauf einesmit ver̈anderlichemRadius� "6l*) erweitert.Für die ElementedesSpannungstensorenwerdendieselbenAnnahmenwie in Ab-
schnitt3.1 gemacht.Für u vzv wird angenommen,daßesüberdie ganzeBreitekonstantistn, undes
gelte u = v ÿ�u v = ÿ � . Die Gleichgewichtsbedingung ausGleichung.3.1wird in derForm

~ u vzv~ l E
{}|� "6l*) ���y� ÿ

�
(3.6)
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geschrieben.

Um die Wandschubspannungmit der CoulombschenReibung zu berechnen,ben̈otigt man die x-
KomponentederNormalspannunganderWand.Mit denKomponentendesNormalenvektorsaufdie
Wand

L = ÿ 8
8HE oo v � "6l*) 


und L v ÿ �
oo v � "6l*)

8iE oo v � "6l*) 

% (3.7)

ist

{}| ÿ þF�TL = L =L v u =y= �� u vzv L =L v (3.8)

ÿ þF�TL = "6u =y= L 
 = EGu vpv L 
 v )
�

(3.9)

Bei einerschr̈agenWandhatmannocheinendirektenBetragderNormalspannungzurKraftkompo-
nentenin z-Richtung.DieserBeitragist proportionalzu LFv , für fastsenkrechteWändeist er klein
undwird im weiterenvernachl̈assigt.

Zusammenmit Gleichung3.2und3.7ist die zu lösendeDifferentialgleichung

�
� l u vzv E

þ � uwvpv ��� "6l*) 
 EGX
� "6l*)Y"p8HE � � "6l*) 
 )��� �G�

4 ÿ � � (3.10)

Als Lösungerḧalt man

u vpv "6lw)�ÿ �
]V� �g &¡ v}¢ �

4 v
+ �
� �g &¡ vp£¤¢ � l � (3.11)

mit

¥ "6l*)�ÿ v
+

��� "$�0) 
 EGX� "$�:)Y"z8iE � � "$�:) 
 )
_z¦ 
 � � �

(3.12)

Die klassischeLösungvon Janssenergibt sich hierausdannmit � "6l*)óÿ � + . Anzumerken ist noch,
daßsichfür

¥ "6lw) und
¥ "6l*)§E 1 mit 1

¨ÿ � dieselbeLösungu vzv "6l*) ergibt:

�
]V� �p¡© y¡ v}¢�ªV«p¢ �

4 v
+ �
� �z¡© y¡ vp£$¢¤ªV«p¢ � l � ÿ �

]V� �g &¡ v}¢ �
4 v
+ �
� �g &¡ vp£¤¢ � l � (3.13)

Es kannnun für verschiedeneRohrformenjeweils eineLösungbestimmtwerden,die sich dannin
denfolgendenAbschnittenmit Simulationsergebnissenvergleichenläßt.

3.3 StufenförmigesSilo

Die erstezu untersuchendeRohrformist ein Silo mit einersprunghaften̈AnderungdesRohrdurch-
messers,abersenkrechtenWänden.In Abbildung3.3(a)und3.3(b)sinddie entsprechendenRohre
dargestellt.Die allgemeineGleichungfür dieseSiloform lautetdann

� "6l*)Hÿ � ��5;" O + � lw)§E � 
�"z8 � 5."
O + � l*)6) % (3.14)
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Abbildung 3.3: VerschiedeneuntersuchteSiloformen

wobei für denFall der Verengung� �¬- � 
 gilt und für die Verbreiterung� �J � 
 . Der Sonderfall� � ÿ � 
 ergibt die klassischeLösung.Im Fall � 8kJ � � ist einewichtigeAnnahmenicht erfüllt: am
Punkt lZÿ O + ist Voraussetzung,daß u =y= und u vpv überdie ganzeBreitekonstantsind,nicht mehr
erfüllt. Deswegenbeschr̈anktsichdie Gültigkeit dernachfolgendenRechnungauf � � - � 
 .
Als Lösungfür die Spannungu =y= ausGleichung3.11erḧalt man

u vzv ÿ � �
4

þ � X � � �
� � �p®©¯ >�°*±�²��³ 5;"6l �

O +*) � 5;"6l �
O +*) � �0E � 
 �

] � � �p®´¯ > �µ³ ° ¯ > � ��¶ � � ±�²��³g� � 5;"6l �
O +�)

� � 
 �
� � �z®©¯ >·°*±�²��³ 5;"6l �

O +�) � � 
iEG5."6l �
O +*) � 
HE � 
 �

] � � � ±� � � � 
 �
] � � � ±� � 5;"6l �

O +�) %
wasumgeschriebenwerdenkannin

u =y= ÿ
¸º¹ ý ³� � 8 �G�

] � � � ±��³ l.» O +
¸¼¹� � " � � � � 
�) �

� � �p®©½�¾ °*±�²� � E � 
 �G�
� � �p®´¯ > �µ³ ° ��³ ±T° ¯ > � � ²��³g� � � � O +;J�l

�
(3.15)

Damit entsprichtder obereTeil desSilos der Lösungfür ein Rohr mit senkrechtenWänden,der
untereTeil ist die Lösungvon Gleichung3.3 mit der Anfangsbedingungu vpv " O +*)�ÿ¿u � , wobei u �
durchdie LösungdesoberenTeils desRohresanderStelle l(ÿ O + vorgegebenwird. Beispielefür
Druckverläufesindin Abbildung3.7(b)gezeigt,wobeidie Stufebei lðÿ ��� mm ist unddie Radien� �óÿ^8 ��� mm und � 
�ÿ ��� mm sind.Eskanndie für eineruhendeFlüssigkeit paradoxe Situation
entstehen,daßderDruck in einemRohrweiterobengrößerist alsamFußderRöhre.

Mit gc2d wurdeein entsprechendesSilo simuliert.Die DatenderRohrgeometriesind:

Àe� �©ÿ 40mm
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Abbildung 3.4: DerDruckverlauf in einemRohrmit einerunstetigenÄnderungdesRadius.

Àe� 
Kÿ 20mm

À O +�ÿ�� ��� mm

Die verwendetenTeilchenhabendieselbeFormwiedieTeilchenin Abschnitt3.1.DerReibungskoef-
fizient ist þûÿ ��� 3 . EswurdendieDatenvonzweiSimulationenmit je 10000Teilchengemittelt.Aus
denKräftenderSimulationwird in Abbildung3.4derVerlaufderWanddr̈ucke berechnet.Deutlich
zu erkennenist die durchdie StufeentstandeneDruckänderung.Aus denDatenderSpannungsten-
sorenwird derMittelwert für X berechnet;esergibt sich X*ÿ ���	� 3 � ��� 8�� . Die Positionbeeinflußt
denlokalenWert von X nicht.Dieserist unabḧangigdavon, ob er im engenoderim weitenTeil des
Rohresbestimmtwird. Zur Bestimmungvon þ � wurdeGleichung3.15an die vorhandenenDaten
angefittet.Das Ergebniseinesleast-squareFits ergibt þF�ûÿ ���	��� . Die Verläufe von u =y= und u vzv
stimmenalsogutmit dentheoretischenKurvenüberein.

3.4 Silo mit schrägenWänden

Nunsoll einSilo berechnetwerden,dessenWändenichtsenkrecht,sondernschr̈agsind.DerRadius
wird durch

� "6l*)�ÿ�Á[lÂE � (3.16)

beschrieben.Dabeimußimmer Ák» � gelten,sodaßdasSilo nachuntenimmerengerwird. Die zu
lösendenDifferentialgleichungist

�
� l u[vzviE

þF�Fu vzv � 
 EGX
"6ÁÃEGl � )�"68HE � 
 )

_z¦ 
 �G�
4 ÿ �c� (3.17)

Außerdembeschr̈ankenwir unsaufdenBereichl;» � üÄ , danegativeRadiennichtsinnvoll sind.Mit

derAbkürzung Å*ÿ 8HEGÁ 
 �� erḧalt manalsFunktionfür denWanddruckdann
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u vzv ÿ Å �
4

þF� � 
 E.þF�§X;EÆÅÇÁ
� EGl*Á � "

� EGl*Á\)
] �T� "pÈ � ¶ � )É�Ê � � � È � ¶ � � � ¶ ÉYÊÉYÊ �

(3.18)

Danngilt in deramunterenEndedesSilosbefindlichenSpitze u =y= " � üÄ )©ÿ
�
. Die Beispielefür die

Druckverläufein Abbildung3.7(b)sindmit Á�ÿË8 ����� und
� ÿÌ8 ��� mm gerechnet.Allerdingswird

in derSimulationdieKontinuumsn̈aherungim unterenBereichnichtmehrgültig sein,sobaldderRa-
diuskleineralseinigeTeilchendurchmesserwird. Ein Rückgangvon u =y= und u vzv aufNull wird nur
sehrschwerzubeobachtensein.Interessantist, daßesbeidieserFormdesSiloszueinemDruckma-
ximumanderflachenWandkommt.GewöhnlichwürdemandieseDruckspitzenanStellenerwarten,
andenensichbestimmteEigenschaftenderWandändern(Radius,ReibungdurchVerunreinigungen
etc.)

Die Parameterfür die Simulationsind

À Áóÿ �
��� 8 �����

À � ÿ ��� mm.

Für die Simulationwurdedie Siloform leicht modifiziert.Damannichtmehrüberausreichendviele
Teilchenmitteln kann,ist ein Silodurchmesserkleinerals10 Teilchenist nicht sinnvoll. Deswegen
wurdedie SpitzedesSilosabgeschnitten.In Abbildung3.5 werdendie DatenzweierSimulationen
mit unterschiedlichenReibungskoeffizientengezeigt.Die verwendetenTeilchenhabeneinenRadius
von 8 �	� mm,alleanderenMaterialparameterentsprechendenSimulationenausdenvorhergehenden
Abschnitten.Bei beidenSimulationenweist u =y= deutlichgeringereFluktuationenals u vzv auf. Fürþûÿ ��� 3 (Abbildung3.5(a))ist Xðÿ ���	��� � ��� � 3 ; bei þûÿ ���	� (Abbildung3.5(b))ist Xðÿ ���	��� � ��� 8�� .
Durch dasAnfitten der allgemeinenLösung(Gl. 3.18) erḧalt man þF� ÿ ���	� bzw þF� ÿ ���	��� . In
beidenFällennehmendie FluktuationenderDrücke nachuntenhin zu. Für lÍ- ���	��� sindweniger
als 25 Teilchennebeneinanderim Rohr, die Bestimmungder Spannungenwird unzuverlässig.Die
Theoriebeschreibtaberin beidenFällendenAnstieg unddie PositionderMaximavon u =y= und u vzv
gut.

3.5 ParabelförmigesSilo

Essoll nunein Silo mit einemparabolischenProfil untersuchtwerden.Die Wandwird durch

� "6l*)Hÿ
�
� lÁ (3.19)

festgelegt, damithatdasSilo die Tiefe
�

undanderOberfl̈achedenRadius üÄ .
NachdemEinsetzendieserGleichungin 3.11erḧalt man

¥ "6l*)Hÿ 8 �
3 XYÁ � E 3 XYÁ[l � ��XÎ 3 Á � �

3 Á[lQEG8 (3.20)

Im BereichsehrkleinerWertevon l;Ï � , alsonaheanderOberfl̈achedesGranulates,kann
¥ "6l*) in

Ð "6l*)Hÿ "68 �
3 XYÁ � � ��XY)Î 3 Á � EG8 EG� ÁÑ"p8iE

3 XYÁ � )�l
" 3 Á � EG8�)

_z¦ 
 (3.21)
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Abbildung 3.5: DruckverläufebeiderSimulationeinesSilosmit scḧagenWänden.Dargestelltsindu =y= und u[vzv sowie die KurvenausGleichung3.18.

entwickelt werden.NachGleichung3.13hat der konstanteTermkeineBedeutungfür die Lösung,
wird alsoweggelassen.

Mit
��Ù ÿ "68HE

3 Á � )
_z¦ 
 X

��ÁÑ"p8HE 3 XYÁ � )�X ÿ
�
Á E

83 Á 
 8HE
X � 88HE 3 XYÁ � (3.22)

kannman
Ð "6l*) kurz als Ð "6l*)�ÿ X� Ù � l (3.23)

schreiben.Die Lösungist dann

u =y= ÿ �
4 ��Ù
þF��X 8 �G�

] � � � ±�gÚ �
(3.24)

Dies bedeutet,daßman den oberenTeil desparabelf̈ormigen Silos durch einesmit senkrechten
WändenunddemRadius��Ù ann̈ahernkann.Wennein hohesschmalesSilo angenommenwird, also�iÛ �Ä und XÜ 8 , liegt � Ù sehrnahean � Ù ÿ üÄ , alsodemtats̈achlichenRadiusanderOberfl̈ache.

Interessantist auch,wie sichdie Spannungu vzv amBodendesSilosverḧalt. Mit
¥ " � )�ÿ �

¡ � ] 
 Z ¢ - �
und ü+ �

� �¼ y¡ v�¢ - � folgt, daß u vzv am BodendesSilos ungleich0 ist (sieheAbbildung 3.7(d)).
Allerdings ist, wie bei demBeispielmit denschr̈agenWaenden,einerseitsdie Untersuchungdie-
sesBereichssehrschwierig,andererseitsist die AnnahmeeinesKontinuumsunzutreffend. Bei der
SimulationwurdedieselbeTeilchensortemit einemRadiusvon 8 �	� mmverwendet,alleanderenMa-
terialparameterentsprechendenSimulationenausdenvorhergehendenAbschnitten.Die Parameter
derParabelentsprechendGl. 3.19sind

1. a=100�m
2. b=0.46m.
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(b) ÝÃÞ;ÓÇf*ÕØ×
Abbildung 3.6: DruckverläufebeiderSimulationeinesparabelf̈ormigenSilos.Dargestelltsind u =y=

und uwvzv sowie dieKurvenausGleichung3.24

Die Abbildung3.6zeigtzweiSimulationenmit unterschiedlichenWertendesReibungskoeffizienten.
Für þ�ÿ ��� 3 erḧalt man X ÿ ���	��� � ��� 8 3 undfür þdÿ ���	� ist X�ÿ ���	� �s� ��� 8�8 . Für die Darstellung
derTheorie(Gl. 3.24)wurdewiederumþF� an die DatenderSimulationangepaßt.Dargestelltsindþ � ÿ ���	� (Abbildung3.6(a))und þ � ÿ ��� 3 � (Abbildung3.6(b)).Der Abfall derSpannungenist nur
ansatzweisezu erkennen,da derBereichzu naheam ScheitelderParabelist. Der Anstieg unddas
MaximumderKurvenwerdengutwiedergegeben.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.5

1

1.5

2

2.5
x 10

4

h [m]

σ xx

µ=0.1
µ=0.4
µ=0.7

(a)senkrechteWände;ßiÓÇf*ÕØj m.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

5000

10000

15000

20000

h [m]

σ xx

µ=0.1
µ=0.4
µ=0.7

(b) Verengung;ß ³ ÓÇf�Õ´j m, ß � Ó ³� ß ³ , à > ÓÇf*ÕØd m

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.5

1

1.5

2

x 10
4

h [m]

σ xx

µ=0.1
µ=0.4
µ=0.7

(c) Schr̈ageWände;áQÓâh(f*ÕØj , ã�ÓÇf*ÕØj m

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.5

1

1.5

2

2.5

x 10
4

h [m]

σ xx

µ=0.1
µ=0.4
µ=0.7

(d) Parabelf̈ormigeWände;áÃÓäjµf·f ³å , ã�Óäj m.

Abbildung 3.7: TheoretischeKurven für u =y= bei verschiedenenSiloformen.Es sind jeweils die
Kurvenfür þ � ÿ ��� 8 , þ � ÿ ��� 3 und þ � ÿ ���	� dargestellt.Die anderenParametersind X�ÿ 
_ und

� ÿ
������� � � �

] 
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Kapitel 4

Granular eAufschüttungen

4.1 GeordneteSandhaufen

Bei derFragenachderUrsachefür daslokaleDruckminimumbei AufscḧuttungenwurdenauchSy-
stemevergleichbardenenin Abbildung 1.8 untersucht,bei denendie Teilchengeordnetsind. Das
Modell von Hong [86] beschreibtKugeln,die auf einemhexagonalenGitter angeordnetsind. Die
Methodevon Oron [156,157] bestimmtdie exakteKraftverteilungfür ein gegebenesKontaktnetz-
werk.DerVorteil dieserHerangehensweiseist, daßsichdieKräfteanalytischbestimmenlassen.Bei
beidenAutorensinddieHaufenabernicht freistehend,alsonichtnurdurchReibungamUntergrund
stabilisiert.Der Grund dafür ist, daßdie Reibung nicht ber̈ucksichtigtwird. Stattdessenwird der
Haufenentwederlinks undrechtsdurchein fixiertesTeilchenstabilisiert,oderaberderUntergrund
bestehtauseineganzenReiheunbeweglicherTeilchen.

Für einigeSysteme,die im Innerenstarkgeordnetsind,werdennundiemit gc2d simuliertenDaten
dargestellt.DabeiwurdeimmerReibung,Elastiziẗatetc.mit ber̈ucksichtigt,umrealistischeErgebnis-
sezu erhalten.Wie bereitsin Abbildung1.8dargestellt,kannsichtrotz äußerlichgleicherForm die
innereStruktursehrstarkaufdieeinzelnenGrößenwie SpannungstensorenundDruckauswirken.

Zuerstsoll daswohl einfachsteModell untersuchtwerden:einzelneSäulenausquadratischenParti-
keln.DieseSimulationproduziert,waszu erwartenist. DasKraftnetzwerk(Abbildung4.2(b))zeigt,
daßzwischendeneinzelnenSäulenkein Kontaktbesteht.Entsprechendist die Koordinationszahl
(Abbildung4.2(d))bei fastallenTeilchengleich2, nurbeiTeilchenanderOberfl̈acheist sie1. Ähn-
licheszeigt sich auchim Histogrammder Kraftrichtungen(Abbildung 4.2(e)),Die Kräfte wirken
senkrechtauf denUntergrund.Der Druck (Abbildung 4.2(c))auf denUntergrundhängtdamit nur
von derjeweiligenSäulenḧoheabundsteigtlinearan.Die kleinenSpikessindhier, wie auchin den

b)a)

Abbildung 4.1: Bei regelmäßigenPartikelanordnungenkannesvorkommen,daßderAbstandder
Kräfte(schwarz)auf denBoden(grau)unddie BreitedesMeßintervalls (rot) nicht harmonieren.
Diesführt zudenSpikesbeidenKurvenfür denDruckverlauf(z.B.Abbildung4.2(c))
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Abbildung 4.2: Ein HaufenaufgebautaussäulenartiggestapeltenRechtecken(vgl. Abbildung1.8a)

weiterenGraphenin diesemAbschnitt,auf dasVerḧaltnisvon Testfl̈ache(vgl. Gleichung2.39)und
Teilchenbreitezurückzuf̈uhren(sieheAbbildung 4.1). Deswegenwird in allen Abbildungendieses
Abschnittes,in denender Druck auf den Bodendargestelltwird, zus̈atzlich der gleitendeDurch-
schnitteingezeichnet.Die abgerundeteSpitzeentstehtdurchdie Mittelung übermehrereSäulen.

Scheibenauf einemRechteckgitteranzuordnen,ergibt ein sehrinstabilesGebilde.Auch wennsich
dieverwendetenPolygonein derSimulationentsprechendplazierenließen,wäreeinanderesVerhal-
tenalsbei denQuadratenist nichtzu erwarten.

Für dienächstenSimulationenwurdenQuadrateAbbildung4.3bzw. Abbildung4.4(BreitezuHöhe
= 2:1)aufeinemDreiecksgitterangeordnet.Obwohl dasSystemmit denflachenRechteckendoppelt
sovieleSchichtenbesitzt,sinddieEigenschaftendochsehrähnlich.Die HistogrammederKraftrich-
tungen1 (Abbildungen4.3(e))und 4.4(e)) zeigen,daßfast alle Kräfte senkrechtzum Untergrund
gerichtetsind.AllerdingssindaucheinigeKräfteparallelzumUntergrundvorhanden.Auf ein Par-
tikel drückenvon obenimmerzwei Teilchen.EntsprechendderDruckverteilung(4.3(c)und4.4(c))
ist derDruckaufderInnenseiteetwasgrößer, aufdasTeilchenwirkt einDrehmoment.Wird dadurch
dasTeilchenstarkgenugverdreht,bekommtesKontaktzuseinenNachbarnin derselbenEbene.Die-
seKontaktesiehtmandannauchbeiderKoordinationszahl(4.3(d)und4.4(d)),ca.40%derTeilchen
habenKontaktmit 5 oder6 Nachbarn.Die Druckverteilungenauf denUntergrundentsprechendem
Fall derSäulen.

StattQuadratewerdenbeimnächstenSystemScheibenaufeinemDreiecksgitteraufgeschichtet.Die-
seAnordnungist nur für kleinereSystemeundflacheBöschungswinkel stabil.Sinddie Scherkr̈afte
in denFlankenzu groß,fängtdasSystemanzu rutschenoderzu rollen. Die SimulationausAbbil-
dung4.5(a)ist geradenochstabil, lediglich derFußdesHaufenshatsichschonetwasverschoben,

1Die KraftnetzwerkegebenentsprechendihrerDefinitionin Abschnitt2.3.2keineInformationüberdieKraftrichtungen
wieder. Besondersdeutlichist diesin denAbbildungen4.3(b)und4.4(b)zusehen.Bei rundenPartikelnweisendieKräfte
häufigin RichtungdesSchwerpunkts,hier ist die ÜbereinstimmungderRichtungendannbesser.



4.1GeordneteSandhaufen 81

(a) Aufbau (b) Kraftnetzwerk

0.2 0.4 0.6 0.8
2000

4000

6000

8000

x [m]

P
 [N

/m
]

(c) DruckaufdenBoden

1 2 3 4 5 6
0

0.2

0.4

N
/N

ge
s

(d) Koordinationszahl

30

210

60

240

90

270

120

300

150

330

180 0

(e) Histogramm der
Kraftrichtungen

Abbildung 4.3: Ein Haufen,bei demQuadrateaufeinemDreiecksgitterplaziertwurden.
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Abbildung 4.4: Ein Haufenbei demflacheRechtecke aufeinemDreicksgitterplaziertwurden.
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Abbildung 4.5: Ein HaufenaushexagonalgestapeltenKugeln(vgl. Abbildung1.8c)

wie manauchamKraftnetzwerk(4.5(b))unddemHaufenselbstsieht.Diesbedeutetaberauch,daß
sichganzeBereichedesHaufensverschobenhaben.Dieswird durchdiebreiteWinkelverteilungder
Kraftrichtungen(4.5(e))deutlich.DerDruck (4.5(c))aufdenUntergrundweisteinenbreitenflachen
Bereichauf, der dem Systemvon Hong entspricht.Auffällig ist, daßdie mittlere Koordinations-
zahl (4.5(e))wiedernahebei 4 ist, obwohl die Kugeln6 Nachbarnhat.Am Kraftnetzwerkundder
Winkelverteilungsiehtman,daßdie Nachbarnzur linken undzur rechteneinesTeilchensnicht am
Kontaktnetzwerkbeteiligtsind.

DasAuseinanderrollendesHaufenskannverhindertwerden,indemlinks undrechtamFußeinStück
unbewegliche Wandplaziertwird. DasSystementsprichtdem,welchesOron [157] alsAnordnung
c) beschreibt.

Mit Hilfe von gc2d ist esmöglich,größereSetupsalsjenevon Oron(11 TeilchenalsBasis)zu be-
rechnen.Der hier vorgestellteHaufenhateineBasisvon 113Teilchen.Im VergleichderErgebnisse
zeigensichdieselbencharakteristischenMerkmale.Die Druckverteilungmit demlokalenMinimum
ist ähnlich.Die Flankendesmit gc2d simuliertenSystemszeigenlinks undrechtsje ein Nebenmi-
nimum,bei OronsindhiernurSchulternzu erkennen.Diesist vermutlichein Teilchenzahleffekt, da
bei demkleinerenSystemdieserBereichnur zwei Teilchen,im großenSystemhingegencircadrei-
zehnTeilchenbreit ist. Die SpannungstensorenzeigendasgleicheBild, ebensodie Kraftnetzwerke.
In beidenSimulationensinddie Kräfte im BereichdesFußesin derunterstenSchichtparallelzum
Untergrund und steigennachaußenhin an. Dies bedeutetaberauch,daßdiesesSystemohnedie
künstlicheEinengungdurchdie Wändenicht stabilwäre.

EineweitereMöglichkeit, eineKugelpackungohneReibungzu stabilisieren,bestehtdarin,denUn-
tergrundsehrrauhzu gestalten.Im Fall der Systemevon Hong bedeutetdies,daßder Untergrund
ausfixiertenKugelnbesteht.NachHongläßtsichderDruck durcheinfachesAbzählenbestimmen.
Der Druck müßteüberdie ganzeBreite desHaufenskonstantsein.Ansatzweiseist diesin Abbil-
dung4.6(e)zu sehen,allerdingskannsich,andersals im theoretischenModell mit hartenKugeln,
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Abbildung 4.6: Ein HaufenaushexagonalgestapeltenKugeln,zus̈atzlich wird dasSystemdurch
Wändelinks undrechtsderBasisgesẗutzt.
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Abbildung 4.7: Ein HaufenaushexagonalgestapeltenKugelnaufeinemUntergrundausortsfesten
Kugeln(grau).

derSchwerpunktderTeilchenverlagern.Die dadurchenstehendenVer̈anderungenderKraftrichtung
unddesKraftnetzwerkesführenzudenAbweichungen.

Bei allenHaufen,dieaufGitternaufgesetztwurden,ist dieDichteim Innerenhomogen,einKernmit
abweichenderDichtebildet sichnicht.DasSystem,welchesein lokalesMinimum zeigt,ist aberim
Hinblick aufdasKraftnetzwerk(maximaleKräfteamFuß)nichttypischfür experimentelleSysteme.
OffensichtlichbesitzendieseSystemekeineausreichendeKomplexität, um einenexperimentellen
Dip zu reproduzieren.

4.2 Sandhaufen

4.2.1 GeschichteteSysteme

In verschiedenenExperimentenwurdewiederholtgezeigt,daßeinkegelförmigerHaufen,derschicht-
weiseaufgebautwurde,kein Minimum im Druck auf denUntergrundzeigt.Bei zweidimensionalen
Systemen,die nachdemgleichenPrinziperzeugtwurden,ist ein ähnlichesErgebniszu erwarten.

Technischwurdediessorealisiert,daßdie StartpositiondereinzelnenTeilchenauf einerLinie aus-
gewürfelt wird. DieLängedieserLinienquellegibt danndieBasisdesHaufensvor. Im VerlaufderSi-
mulationwurdedieStreckedannimmerweiterverkürzt,bissiedieLängeNull hat.Dadurchentsteht
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Abbildung 4.8: Bild einesschichtweiseaufgescḧuttetenSandhaufens.
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Abbildung 4.9: DruckaufdenUntergrundundHistogrammderKraftrichtungenbeieinemschicht-
weiseaufgescḧuttetenHaufen.

eindreieckigerHaufen,dessenFlankenwinkel von derGeschwindigkeit derStreckenverkürzungbe-
einflußtwird. Für dieSimulationwurdenPolygonemit 12Eckenverwendet,derRadiusderTeilchen
betr̈agt 0.8mm�;� ��æ , der Reibungskoeffizient ist þ ÿ ���	� , der Youngmodulç�ÿx8 �*��èé . Kohäsi-
onskr̈aftewurdennicht ben̈utzt,datrockeneSandhaufensimuliertwerdensollen,bei denenauchim
Experimentversuchtwird, Kohäsionzu vermeiden.Der HaufenhateineBreitevon

� ÿ ��� cm,eine
Höhe

O ÿ � 1�ê undeinenWinkel von 21ë .
Abbildung4.8 zeigtdenHaufenamEndederSimulation.Die FarbederTeilchenentsprichtin die-
ser Darstellungihrem “Alter”, also dem Zeitpunkt,zu dem sie in der Simulationeingesetztwur-
den.Man siehtdeutlichdenschichtweisenAufbau.Aufgrund desWinkels von 21ë , der unterdem
Böschungswinkel einesderartigenSystemsliegt, habensich am RandkeineLawinen gebildet,die
zuUmordnungenhättenführenkönnen.

DerDruckaufdenUntergrundwird überGleichung2.39berechnet,wobeieineinzelnerTestbereich
im Durchschnitt17.1Teilchenentḧalt. In Abbildung4.9(a)ist derDruck dargestellt,wobeihier wie
im folgendenderDruckmit �

4 O
skaliertwurde.Für die DarstellungderSpannungstensorenwerden

dieseaberweiterhin nicht skaliert darstellt.Die x-Achsewird mit �o skaliert und so verschoben,
daßsie von 0 (linke SeitedesHaufens)bis 1 (rechteSeitedesHaufens)geht.Es ist zu erkennen,
daßdieserHaufenin derMitte einenleicht abgeflachtenBereichhat,ein echtesMinimum ist nicht
vorhanden.Die minimaleAbsenkungdesDrucksin derMitte ist kleineralsdieFluktuationen.Diese
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DruckverteilungentsprichtsomitdenExperimenten.

Nun soll untersuchtwerden,welcheEigenschaftendasInnereeinesderartigesSystemshat.DasHi-
stogrammderKraftrichtungen(Abbildung4.9(b))zeigteineleichteAusrichtungderKräftein Rich-
tung von etwa 230ë und310ë . Dies ist ausder Konstruktionsgeschichte desSystemszu verstehen.
JedesTeilchensuchtsichaufderimmerwaagrechten,abersehrrauhenOberfl̈achedesSystemssei-
nenPlatz.DadieTeilcheneinebreiteGrößenverteilunghaben,ist einOrdnenaufeinemhexagonalen
Gitternichtzuerwarten.JedesTeilchenhatim Durchschnittmit 3.6anderenTeilcheneinenKontakt.

Die Experimentehabenbishernurgezeigt,daßesamBodendesSystemskein Druckminimumgibt.
Vorstellbarwäre,daßsich im InnerendesSystemstrotzdemein BereichvermindertenDrucksaus-
bildet. DieseÜberlegungwird durchAbbildung 4.10 widerlegt. Hier ist die Komponenteu vzv des
Spannungstensorsaufgetragen.Dargestelltsind die IsobarendesSystems.Im Innerendieses,wie
aller andereruntersuchtenSystemeist kein Druckminimumzu erkennen.

Die ausGleichung2.45 berechnetelokale Dichte wurde mit der Dichte einesTeilchensskaliert

��ì ��� ÿ
¸¸�í �¤îï�Øð ¯ �¤ñ . Dies ist gleichzeitigdie Raumausf̈ullung desSystems.In Abbildung4.11ist �}ì ���

farbkodiert dargestellt.Im InnerendesHaufenist �}ì ��� konstant,die AbnahmederDichte in einem
schmalenRandbereichliegt anderArt derBerechnung.In diesemBereichschneidetdie Testfl̈ache,
innerhalbderdieDichtebestimmtwird, dieOberfl̈achedesSandhaufes.Obwohl dieTestfl̈achedann
angepaßtwird, wird einegeringereDichteberechnet(sieheAbbildung2.10b) ). Der Wert von �}ì ���
liegt im Innerenetwa bei 0.81.

In Abbildung4.12sindfür einigeSpannungstensorendieHauptachsendargestellt.DadieTestfl̈achen
andieKontourdesSandhaufensangepasstwerden(sieheAbschnitt2.3.4undAbbildung2.11),sind
die SchnittpunktederSpannungstensorhauptachsennicht auf einergeradenLinie, sondernweichen
nahederOberfl̈achedesHaufensvon ihr ab. Für die Spannungstensorenwurdejeweils derWinkelò

berechnet,der die NeigungdesSpannungstensorsangibt.Für einigeHöhenwurdendanndiese
Winkel in Abhängigkeit vonderX-Positionin Abbildung4.13dargestellt.Wasschonin demBild der
Spannungstensorenselbsterkennbarist, wird hier nocheinmaldeutlich.Die Spannungstensorenin
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Abbildung 4.12: Spannungstensorenim InnerendesSandhaufens.Eswurdenicht alleberechneten
Spannungstensorendargestellt,sondernin derVertikalenjederdritteundin derHorizontalenjeder
vierteSpannungstensor. Die Farbensollennurdie Unterscheidbarkeit verbessern.

Abbildung 4.13: Winkel der HauptachsendesSpannungstensorsin verschiedenenHöheneines
geschichtetenHaufens.
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einerHälfte desHaufenssindnicht parallel.In derMittel stehtdie größerederHauptachsensenk-
recht.In diesemSystemgilt, wie erwartet,die FPA-Annahmenicht. DieswärenachWittmer et al.
eineKonsequenzeinerfür die ErzeugungeinesDruckminimumsung̈unstigeEntstehungsgeschichte
desSandhaufensundwürdederTheoriein keinerWeisewidersprechen.

4.2.2 Gescḧuttete Systeme

Ein Beispiel für einen experimentellenAufbau, der einen Sandhaufenmit Dip zeigt, ist Abbil-
dung1.7. DasGranulatfließt durcheinenTrichter, so daßderAuslaßals Punktquellefür Teilchen
interpretiertwerdenkann.DieserAufbauwurdefür die Simulationenin gleicherWeisein zwei Di-
mensionenrealisiert.DerUntergrundist dabeiimmerebenundhatin BezugaufReibung,Elastiziẗat
etc.diegleichenEigenschaftenwie diesimuliertenPartikel. Die ErgebnissedieserSimulationensol-
len im folgendenvorgestelltwerden.

VerschiedenenExperimente[78,81] habengezeigt,daßdieTiefedesDruckminimumsvonderForm
und Oberfl̈acheder verwendetenTeilchenabḧangt.Die verschiedenenVeröffentlichungenzusam-
mengefaßtergebenfolgendesBild: sind die Partikel alle etwa gleich groß,gibt es im allgemeinen
keinenDip. Ausnahmenhiervon zeigensich,wenn

1. dieTeilchensehrrauhsind(Seesand)

2. dieTeilchensoklein werden,daßkohäsive Kräftezu ber̈ucksichtigensind.

Der Einfluß der Kohäsionauf die EntstehungdesDips bei Simulationenwird in [158] diskutiert.
Im folgendensoll derEinfluß derOberfl̈achenrauhigkeit derPartikel beschriebenwerden.Die Ab-
bildungen4.14(a)und 4.15(a)zeigendie Druckverteilungbei der Simulationvon zwei Systemen
mit unterschiedlichenTeilchenarten.Bei beidenSystemenwurdenfolgendeSimulationsparameter
verwendet:

1. ó P ÿ � � 8 � ]\ô s

2. çÙÿ 8 � 8 � � èé
3. õ�ÿ ���	���
4. þûÿ ���	�
5. Teilchenradius1.5mm

Der UnterschiedzwischendenSimulationenist die Zahl der Ecken. Die SimulationenausAbbil-
dung 4.14(a)haben7 Ecken, die ausAbbildung 4.15(a)13 Ecken. Die Ecken werdenin beiden
Fällen zufällig auf einerEllipse plaziert (sieheRAND1 in TabelleB.1.6). Die Simulationmit den
Siebenecken zeigtein Druckminimum,die mit den“glatteren”13-Eckennicht mehr. Bei Systemen
mit gleichgroßen,rundenTeilchenordnensichim allgemeinendie Partikel währenddesAufscḧutt-
vorgangsauf einemhexagonalenGitter an.Die Druckverteilungzeigt nachHong [86] keinenDip.
Bei derSimulationmit PolygonenanstattScheibenwerdendie Teilchendurchihre Oberfl̈achenrau-
higkeit amRollengehindert.Damitwird diegitterartigeAnordnunggesẗort. Bei denrauhenTeilchen
(mit wenigenEcken)siehtmanauchamHistogrammderKraftrichtungen(Abbildung4.14(b)),daß
zwar die Richtungen60ë und120ë häufigersind,Anzeichenfür ein Gitter gibt esjedochnicht. Bei
denglattenPartikeln (mit vielen Ecken) hingegensind die Kräfte fastausschließlichauf die Rich-
tungen60ë und 120ë beschr̈ankt, ein deutlichesIndiz für eine hexagonaleAnordnung.Wenndie
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verwendetenPolygoneeinerScheibezuähnlichwerden,alsosehrvieleEckenhaben,nimmtdieBe-
deutungderScherkr̈aftezu.Die Reibungreichtnichtmehraus,dasSystemzustabilisieren,daganze
TeiledesHaufenszurSeiterollenkönnen.DasErgebniseinerSimulationmit Teilchen,die20Ecken
haben,wird in Abbildung 4.16 gezeigt.Der Bereich2 hat wie ein Keil denBereich3 nachlinks
weggeschoben.In gleicherWeisehat sich Bereich1 gebildet.Die rechteSeitedesHaufenswurde
nichtdurchScherungbeeinflußt,sodaßsichdervonAlonso[64] beschriebeneFußgebildethat(vgl.
Gleichung1.8).Die von Herrmann[38] beschriebenenStufenauf derOberfl̈achedesSandhaufens
sindvorhanden.

Die selbstsẗandigeAnordnungderTeilchenauf einemGitter tritt nicht mehrauf,wenndie Teilchen
unterschiedlicheGrößenhaben.In Abbildung4.17wird ein Haufengezeigt,bei demzweiTeilchen-
sortenverwendetwerden.Die kleinenTeilchenhabeneinenRadiusvon 1.15mm und8 Ecken die
großendenRadius3.28mmund24EckenundentsprechendamitdenExperimentenvonAoki [159].
Esist wederdie BildungeinergitterartigenStrukturzuerkennen,nochkommtesin diesemBeispiel
zurStratifikation.

Die weiterenSimulationenwurdenmit Polygonengerechnet,derenGrößein einemIntervall gleich-
verteilt ist2. Die Rauhigkeit der Teilchenbleibt auchbei denpolydispersenSystemenwichtig. Ein
Beispielist die ÄnderungdesBöschungswinkels mit derEckenzahl.DazuwurdenTeilchenmit ei-
ner Variation desDurchmessersvon 20% aufgescḧuttet und der Böschungswinkel bestimmt.Die
Winkel derbeidenSeitenderHaufenwurdengemitteltundsind in Abbildung4.18dargestellt.Mit
zunehmenderRauhigkeit der Teilchenkönnendie Flanken immer steilerwerden.Dies stimmt mit
denBeobachtungenderExperimentëuberein.

Zur UntersuchungderEigenschafteneinesHaufensmit einemDruckminimumunterderSpitzewur-
denHaufenmit identischenParameternaufgesetzt:

1. ó P ÿ�� � 8 � ]\ô s

2. çÙÿ 8 � 8 �*� èé
3. õ�ÿ ���	���
4. þûÿ ���	�
5. Teilchenradius1.75mm� 25%

6. ca.2500Teilchenmit 7 Ecken

DieeinzelnenSimulationenunterscheidensichnurdurchdieInitialisierungdesZufallszahlengenera-
torsfür dieTeilchengenerierung.Diesbedeutet,daßdiePolygonedereinzelnenSimulationenunter-
schiedlichePositionenderEckenhaben,aberim Mittel gleichaussehen.EinesderneunzurMittelung
verwendetenSystemeist in Abbildung4.19dargestellt.Im oberenTeil ist derzumAufscḧuttenver-
wendeteTrichtererkennbar. DergemesseneBöschungswinkel ist 26.8ë&� 2.0ë , dieBreitedesHaufens
(0.46� 0.012)munddie Höhebis zur Spitzeist (0.10�;� � 8 � ] _ )m. Da die Haufenleicht abgerundet
sind, kannder Böschungswinkel nicht ausder Höheund der Breite direkt berechnetwerden.Die
FarbederTeilchengibt denZeitpunktan,andemdie Partikel generiertwurden.An derAnordnung
derFarbenist zu erkennen,daßdie älterenBereichedesHaufensvon denneuerenTeilchenbedeckt
werden.Ein ähnlichesBild ergabsichauchfür die anderenSimulationen.InnerendesSandhaufens
ausgeht.Da der tats̈achlicheBöschungswinkel unterdemdurchdie Reibung gegebenenWert von������ö}��� ���	��� ÿ ��� ë liegt, kanndie IFS-Randbedingungvon Wittmer [93] nicht erfüllt sein.

2DetailszurBestimmungderFormwerdenim AnhangB.1.6beschrieben.
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Abbildung 4.14: DruckaufdenUntergrundundHistogrammderKraftrichtungenbeieinemHaufen
mit monodisperserGrößenverteilungund7 Eckenje Teilchen.
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Abbildung 4.15: DruckaufdenUntergrundundHistogrammderKraftrichtungenbeieinemHaufen
mit monodisperserGrößenverteilungund13Eckenje Teilchen.
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Abbildung 4.16: Bild einesHaufensmit runden,monodispersenTeilchen.Die Form desHaufens
wird durchdie Entstehungvon Verschneidungenbestimmt(weißeLinien).
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Abbildung 4.17: Bild einesSandhaufens,bestehendauseinerbidispersenMischung.Die Partikel
sindihrer Größeentsprechendeingef̈arbt.
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Abbildung 4.18: Die Abhängigkeit desBöschungswinkels von der Eckenzahl.Die Größenvertei-
lungderTeilchendurchmesserbetr̈agt20%.

Ein typischesKennzeichenfür granulareMedienist die Bildung von Pfaden,entlangdererKräfte
wirken.Für dasBeispielsystemausAbbildung4.19ist dasKraftnetzwerkin Abbildung4.20(a)dar-
gestellt.Die BreitederLinien undihre Farbeist proportionalzumBetragderjeweiligenKraft. Man
siehtlinks undrechtsderMitte amBodenzwei Punkte(grün markiert),in denenKraftpfadeenden;
im Bereichdazwischenist derDip.

Mit der in Abschnitt2.3.4beschriebenenMethodewerdennun die Spannungstensorenim Inneren
der einzelnenHaufenberechnetund anschließendgemittelt.Die Werteder Diagonalelemente÷wøyø
und ÷wùpù sind in denAbbildung4.21und4.22farbkodiert3. Man siehtam Bild für ÷wùpù sehrgut die
ExistenzdesDips. Zu beachtenist, daßdie ErniedrigungdesDrucksunterderSpitzedesHaufens
nichtnuramBodenvorhandenist, sondernauchin höherenSchichten.

In derAbbildung4.23wurde ÷wùzù?ú$û0ü für verschiedeneHöhendargestellt.Der Dip ist bis zur halben
HöhedesHaufensdeutlichzuerkennen.Wie in denExperimentenwurdederDruckmit ýyþ(ÿ skaliert.

Für die Spannungstensorenwird derWinkel � derHauptachsendesSpannungsellipsoidenberech-
net und für alle Systemegemittelt. In Abbildung 4.24 sind die Werteals Kontourplotdargestellt,

3Die FormderFlankenin derDarstellungstammtausderAnpassungderTestfl̈achenandenRandundhatkeineweitere
Bedeutung.
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Abbildung 4.19: Bild eines Sandhaufens,der aus einer polydispersenTeilchenmischungauf-
gescḧuttetwurde.

(a) KraftnetzwerkdesSystemsausAbbildung4.19 (b) Kraftnetzwerke im Experiment(aus[85])

Abbildung 4.20: Kraftnetzwerke
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Abbildung 4.21: FarbkodierteDarstellungvon ÷ øyø . EswurdeüberneunSystemegemittelt.
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Abbildung 4.22: FarbkodierteDarstellungvon ÷ ùzù . EswurdeüberneunSystemegemittelt.
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Abbildung 4.23: DerDruckaufeinzelneEbenenin verschiedenenHöhendergemitteltenHaufen.
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Abbildung 4.24: DarstellungderWinkel � zwischeneinerHauptachsedesSpannungstensorsund
derSenkrechten.

BereichegleicherFarbehabendengleichenWinkel. Deutlichist zuerkennen,daßderWinkel in den
einzelnenHälften einebevorzugteRichtunghat. NachWittmer et al. [93] müßteder Winkel nahe
der Oberfl̈achegleich ��� �� � ���	� ��
������� sein.Außerdemsollte � entsprechendder FPA-
Hypotheseüberall konstantsein, Bei der OSL-Hypothesemuß dies zumindestim Außenbereich�������� gelten(sieheAbschnitt 1.3). In Abbildung 4.25wurde�;ú��� ü für alle HöhendesSystems
aufgetragen.Die Winkel fallen alle auf einerKurve zusammen,die abernur sehrungenauvon der
theoretischenVorhersagebeschriebenwird.

Bei derBestimmungdermittlerenPackungsdichtein diesemundanderenSystemenergibt sich,daß
dieDichtedesHaufensnichtkonstantist. Die Packungsdichteist in Abbildung4.26dargestellt.Man
sieht,daßder Haufenim Kernbereichdichter ist als in denRandbereichen.Auffällig ist, daßder
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Abbildung 4.25: DarstellungderWinkels � für alleHöhendesSystems.Die Kurvenfür dieeinzel-
nenHöhensindin unterschiedlichenFarben(identischmit denenin Abbildung4.23)dargestellt.
Die schwarzeLinie entsprichtdertheoretischenVorhersagevon Wittmer für ������� �� .
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Abbildung 4.26: GemitteltePackungsdichtedesSandhaufens.

BereichdererḧohtenDichtein derunterenSchichtgeradedort ist, wo dasDruckminimumist.

Die Gründesindin derEntstehungsgeschichte desHaufenszu suchen.EineUrsachekannsein,daß
die Teilchen,die auf denschonentstandenenHaufenfallen, diesemwieder Energie in Form von
Stößenzuführen.DadurchkanndasSystemweiter kompaktieren.Der andereMechanismuskann
die Volumen̈anderungdesGranulatesbei der durchdie Lawinen verursachtenScherungsein.Die
Voraussetzung,daßein HaufenausGranulatim Innerenhomogenist, ist alsonichtzutreffend,wenn
derSandhaufenentsprechendaufgescḧuttetwurde.

4.3 BeeinflussungeinesSandhaufens

4.3.1 Vibration

JägerbezeichneteinenruhendenSandhaufenals “dead state” (vergl. Abbildung 1.1). Die “Akti-
vierung” desSystemserfolgt dementsprechenddurchZuführenvon Energie. Um zu untersuchen,
welcheAuswirkungendiesauf dasDruckminimumin einemSandhaufenhat,wurdenSimulationen
durchgef̈uhrt,wobeidieEnergiedemSystemdurchVibrationderBodenplattezugef̈uhrtwird. Zuerst
wurdeeinSandhaufenmit gc2d erzeugtunddieEndsituationgespeichert.DannwurdendieseDaten
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Abbildung 4.27: HöheeinesSandhaufensnachunterschiedlichenVibrationszeitent
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Abbildung 4.28: GeglätteteDarstellungdesDrucksaufdenBodennachunterschiedlichenVibrati-
onszeiten.

alsAusgangssituationfür weitereProgramml̈aufeverwendet,wobeiderBodenjetzt alsvibrierende
Wandberechnetwurde.Die MessungenzeigennichteinenLauf, bei demzuunterschiedlichenZeit-
punktengemessenwurde,sondernverschiedeneSimulationenmit gleicherAnfangsbedingungund
unterschiedlichenVibrationszeiten.Die Bodenplatteoszilliert mit 20 Hz, die Amplitudeist 0.1mm,
dieFormderSchwingungläßtsichals“Klopfen” beschreiben(sieheAnhangB.1.5.2).

DerHaufenändertdurchdieVibrationseineForm,dieHöhenimmtmit zunehmenderVibrationszeit
ab(sieheAbbildung4.27).

Durchdie Vibrationenkommtesim InnerendesSandhaufenszu einerUmordnung,die Dichtewird
homogenerund dasDruckminimumnimmt ab. Ebensowerdendie Fluktuationenan denFlanken
desSystemskleiner. Diesstimmtmit denBeobachtungenvon Aoki [158] überein,die ebenfalls das
VerschwindendesDips beiVibrationdesBodensbeobachtethat.

4.3.2 Externe Kontrolle desDruckminimums

In diesemAbschnitt soll die Änderungder Randbedingungenauf einenHaufenausGranulatun-
tersuchtwerden.Dazu wird in einemkleinen Bereichan der SohledesHaufenseine zus̈atzliche
Spannung÷wùzù angesetzt.Diesgeschiehtdadurch,daßein kleinerTeil desBodensbeweglich ist und
solangenachunten(oben)bewegt wird, bis die gewünschteDruckerniedrigung(Druckerḧohung)
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erreichtist.

Eswurdenzwei verschiedeneSystemeverwendet.Zum erstenein Sandhaufen,dereinenDip zeigt.
Hier ist einenaheliegendeFrage,ob derDip kompensiertwerdenkann.DaszweiteSystemist ein
schichtweiseaufgescḧutteterHaufen,derkeinenDip zeigt.KannmankünstlicheinenDip erzeugen,
ohnedenHaufenzu zersẗoren?

Bei derSimulationwurdein einemerstenProgrammlaufvongc2d dergewünschteSandhaufenauf-
gescḧuttet,derStempelim Bodenist nochunbeweglich. Die BreitedesbeweglichenBodenswurde
sogewählt,daßsiederdesDipsin einemHaufen,deraufeinemdurchgehendenBodenaufgescḧuttet
wurde,entspricht.Bei denhier vorgestelltenSystemenbetr̈agtdieseBreite4.5cm.Dannwurdeder
Druck 6)7 , deraufdenStempelwirkt, bestimmt.Die DatendiesereinzelnenSimulationdientendann
als Ausgangsbasisfür viele weitereSimulationen,in denendasbeweglicheBodenelementdannso
eingestelltwurde,daßein vorgegebenesVerḧaltnis 89� :<;;>= erreichtwurde.Die Verschiebungender
Bodenplattewarendabeikleineralsein Teilchendurchmesser. Aus denfertigenSimulationenwurde
danndie Verschiebung ?A@ in z-Richtungbestimmt.Positive Wertebedeutenein Hineinpressendes
Stempelsin denHaufen,negative WerteeinHerausziehen.

Nun die Ergebnisseder Simulationdesvon einerPunktquelleaufgescḧuttetenHaufenmit Dip: in
Abbildung 4.30 ist der Druckverlauf des unbeeinflußtenSystems(8B�C� ) blau dargestellt.Der
Graph4.30(a)zeigt danndenDruckverlauf für denkleinstensimuliertenWert von 8D� � ���E . Die
Gesamtkraftauf den Bodenmuß gleich dem Gewicht desSandhaufensund damit konstantsein,
worausfolgt, daßder Mittelwert überdenBodendruckeinenfestenWert hat. Da der Stempelal-
sowenigerKräfteaufnimmt,müssendiesevon denfeststehendenTeilendesBodensaufgenommen
werden.Der Druck ist dannnur in einemschmalenBereichlinks und rechtsdesStempelserḧoht,
weiter außenliegendeRegionenwerdennicht beeinflußt.Die Pfade,entlangdererdie Kräfte zur
Seitegeleitetwerden,sindin Abbildung4.29(a)deutlichzu sehen,manerkennteinenBogen.Preßt
mandenBodenin denSandhaufen,läßtsichdasDruckminimumkompensieren.An derSpitzein der
Druckverteilung(Abbildung4.30(b))undamKraftnetzwerk(Abbildung4.29(c))siehtman,daßder
HauptteilderKräftenurauf sehrwenigeTeilchenausgëubt wird.

In Abbildung4.31sind die Ergebnissefür einengeschichtetenHaufenohneDip dargestellt.Es ist
interessant,daßesmöglich ist, auchin diesemSystemdurchÄnderungderRandbedingungenkünst-
lich einenDip zu erzeugen(Abbildung 4.31(a)).Ebensowie bei demanderenHaufenwerdendie
Kräfte nur von der Umgebung desStempelsgetragen,weiter entfernteBereichewerdennicht be-
einflußt.Am Kraftnetzwerkin Abbildung 4.29(d)siehtman,daßdurchdie BewegungdesBodens
ein Bogenentsteht,derdie Kräftezur Seiteleitet. Für 8F�G� , alsodenunbeeinflußtenSandhaufen,
sinddie PfadederKräftenicht sodeutlichausgepr̈agt undverlaufennicht zur Seitehin. Beim Hin-
eindr̈ucken desStempelswurdenur der Punkt 8H���� I erreicht.Auch hier wird der Großteil der
Kräftenurvon wenigenTeilchengetragen.Wurdeversucht,größereKräfteanzuwenden,durchstieß
derStempeldenHaufen.

Abbildung4.32zeigtdenZusammenhangzwischendenVerschiebungenunddenDruckänderungen.
Die Kurve für die SimulationderPunktquelleist ungef̈ahr punktsymmetrischzum Punkt(0, -0.1),
die für dengeschichtetenHaufenzumPunkt(0, 0). Die Antwort desSystemsauf die Verschiebung
hängtalsobeidenSystemenvon derVorgeschichteab,die ja unterschiedlichist. Untersuchtwerden
soll in Zukunft,obmandurchzyklischesDurchfahrenderKurvenamSchlussdieselbeKurveerḧalt.

4.3.3 ElastischeKonstanten

Liegt Spannungs-unddenVerzerrungstensoreinesSystemsvor, soläßtsichfür ein isotropesSystem
darausderElastiziẗatsmodulunddie Querkontraktionszahl berechnen.
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(a) JK(4L)*�,.M (b) JK(+* (c) JN(�*�,.MPO

(d) JK(4L)*�, QR0 (e) JN(S* (f) JK(+*�, QRO

Abbildung 4.29: Die Kraftnetzwerke im InnereneinesHaufensmit Dip (a,b,c)undeinesgeschich-
tetenHaufensohneDruckminimum(d,e,f).Für die DarstellungderKräftewurdefür jedenHau-
fen jeweils die selbeSkalierungderFarbenverwendet.Zur besserenErkennbarkeit wird derBe-
tragderKräftenicht nur durchdie Linienbreitesymbolisiert,sondernauchdurchdie Farbe.Be-
tragsm̈aßiggrosseKraftesindgelb,mittleresindrot undkleineKräftesindschwarzdargestellt.
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(b) DruckerḧohungJK(+*�,.M�O
Abbildung 4.30: DruckverteilungamBodeneinesHaufens,dervoneinerPunktquelleaufgescḧuttet

wurde.Die blaueKurveist dieDruckverteilungderAusgangssituation8T��� , dieroteKurvezeigt
denDrucknachdemBewegungdesStempels.
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(a) DruckabbsenkungJK(4L)*�, Q�0
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(b) DruckerḧohungJK(4L)*�, Q�O
Abbildung 4.31: Druckverteilungam BodeneinesschichtweiseaufgebautenHaufens.Die blaue

Kurve ist die DruckverteilungderAusgangssituation89��� , die roteKurve zeigtdenDrucknach
demBewegungdesStempels.
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Abbildung 4.32: Die Abhängigkeit derDruckänderung8T� :<;;>= von derVerschiebung @
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Dabei gilt für den ZusammenhangzwischenSpannungstensorund Verzerrungtensorin isotropen
SystemenfolgendeGleichung[122]:

÷VUXWY�
Z

[]\	^ @_UXW \
^

[ � 
 ^ @a`b`dceUXW (4.1)

wobei
Z

der Elastiziẗatsmodul(Youngmodul)und
^

der Querkontraktionskoeffizient (Poissonsche
Zahl)ist.Für denzweidimensionalenFall ergebensichbeiebenerDeformationdiezweiGleichungen
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mit denUnbekannten
Z

und
^
. DurchUmformenwird

Z
eliminiert undfür die PoissonZahl ergibt

sich

^ � ÷wùzùP@�øyø � ÷[øyø�@ ùzù
úf@ øyø � @�ùzù�ü6ú6÷[øyø \ ÷wùzù�ü  (4.4)

DurchEinsetzenvon Gl. 4.4 in Gl. 4.2wird dannderElastiziẗatsmodulberechnet:

Z � ÷ øyø ú
^g\h[ ü6ú [ � 
 ^ ü

@�øyø\ú [ � ^ ü \i^ @�ùzù (4.5)

DamitsollennundieelastischenKonstanteneinesSandhaufensbestimmtwerden.Allerdingsist dazu
dasWissenum die DeformationdesSandhaufensunter dem Einfluß der Gravitation notwendig.
Hierzu wiederummüßteman den spannungsfreienZustanddesSystemskennen.Bei einigender
regulärenSandhaufenausAbschnitt4.1läßtsicheinspannungsfreierZustanderraten.Zu Beginnder
Simulationwerdendazudie einzelnenPartikel aufdenentsprechendenGitterpunktenj U soplaziert,
daßsieihreNachbarnber̈uhren,dieÜberlappfl̈acheabernureinPunktist,also k UXl ��� . Dannwirken
auf die TeilchenkeineKontaktkr̈afte,dasSystemist spannungsfrei.Im Lauf derSimulationkommt
jedesTeilchenin derPosition jamU zur Ruhe.Für diesenZustandlokalenGleichgewichts werdendie
Spannungstensorenberechnet.Die Verschiebung n U �ij mU � j U ist definierbar.

Nicht gekl̈art ist aber, wie mandenspannungsfreienZustandfür einenHaufenbestimmenkann,der
aufgescḧuttet wurde.EinenentsprechendenAnfangszustandgibt esnicht. Also mußversuchtwer-
den,ausdemEndzustanddesSystemseinenspannungsfreienZustandzubestimmen,derbeiAnlegen
dertats̈achlichvorhandenenSpannungenin denverzerrtenZustandführt. In derSimulationist dies
erreichbar, indemmandie Gravitation reduziert,bis þiop� gilt. Dies mußso langsamgeschehen,
daßder Haufenzu jedemZeitpunktim Gleichgewicht ist. Dabeiwird danndie ausdenKontakten
freiwerdendeEnergie durchReibung und Dämpfungdissipiert.Numerischist þq�r� in endlicher
Zeit nicht zu erreichen,manmußbei einemhinreichendkleinenWert für þVm die Simulationstoppen.
In demhier vorgestelltenBeispiel ist dies þ m �r
� I/�ts [ ��uwv . DieseMethodekannnur funktionie-
ren,wennesnicht zu Umlagerungenim Sandhaufenkommt.Esmußein (nahezu)reversiblerPfad
zwischenbeidenZusẗandenexistieren.Diesbedeuted,wenndie Gravitation mehrfachreduziertund
wiederauf denurspr̈unglichenWert gebrachtwird, mussderEndzustandgleichsein.Aufgrundder
Methodebestimmtmanalsodie negative Verschiebung.

DabeihabensichdiePartikel vomPunktj m U mit þx��y��� [ zumPunktj U mit þ9oz� bewegt.Dargestellt
ist diesin Abbildung4.33.An dieserDarstellungläßtsicherkennen,daßesdurchdie Änderungvonþ zueinigenkleinenUmordnungenim Systemkam.
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Abbildung 4.33: Bewegung der einzelnenKörner bei der Reduzierungvon þ{�|y��� [ auf þ{o
� . Die Pfeile deutenvom Startpunktj m U in RichtungdesEndpunktsj U . Die Pfeile wurdenso
skaliert,daßsie darstellbarsind. TypischeVerschiebungensind kleiner als ein Hundertsteldes
Teilchendurchmessers.Der rote Kreis markiert einenBereich,in demes zu einer Umordnung
kam.

Allgemein gilt, daszwei Schrittenotwendigsind, um ausdenVerschiebungender einzelnenTeil-
chendenVerzerrungstensorzu berechnen.Im erstenSchritt geht man von einzelnenTeilchenzu
einer mittlerenVerschiebung über. Dazumittelt man die einzelnenVerschiebungsvektoren im In-
nerenvon Testfl̈achen(ähnlichwie in Abschnitt 2.3.4),so daßmandanndie Verschiebung @ auf
denPunkteneinesGitterserḧalt. Sinnvollerweiseverwendetmandazudie gleichenTestfl̈achenwie
zurBerechnungderSpannungstensoren,zus̈atzlichenumerischeInterpolationenwerdenim weiteren
nicht notwendig.

Im zweitenSchrittwird ausderVerschiebungderVerzerrungstensor

@aUXWY�
[



} @ U} ûaW
\ } @aW} û U

\ } @a`} û U
} @a`} ûaW (4.6)

berechnet.Da die gemischtenAbleitungenhinreichendklein sind,gilt für die Diagonalelemente

@ øyøt�
} @ ø} û und @�ùpù~�

} @ ù}a�  (4.7)

Die Ableitungenwerdenfolgendermaßennumerischberechnet:

@ øyø[ú$û�� � ü�� @�ø\ú$û \ ÿwø>� � ü � @ øVú$û � ÿ[ø>� � ü

�ÿ[ø

\	� ú6ÿ � ø ü (4.8)

@ ùpù ú$û�� � ü�� @�ù?ú$û�� � \ ÿwùwü � @�ù�ú$û�� � � ÿ[ù�ü

�ÿV�

\	� ú6ÿ � ù ü � (4.9)

wobei ÿwøV� ù ausdemAbstandderGittersfolgt, auf dem @ bestimmtwurde.Damit sindalle Voraus-
setzungengegeben,um

Z
und

^
für diesespeziellenSystemezu bestimmen.

Aus diesenVerschiebungenwerdendanndie ElementedesVerzerrungstensorsberechnet.Darge-
stellt sind @�øyø und @a��� in Abbildung4.34.Es ist, wie zu erwarten,die Verzerrungin Richtungder
Gravitation größeralssenkrechtdazu.

Mit denGleichungen4.4 und 4.5 kannnun für jedenPunkt im SandhaufendenElastiziẗatsmodul
unddie Querkontraktionszahl berechnetwerden.In Abbildung4.36ist

^
im Intervall � � [ � [�� darge-

stellt. Eigentlichmuß
^ � �� gelten.Im BereichderOberfl̈achedesSandhaufenstrifft diesjedoch

nicht mehrzu.Hier kannderSandhaufennicht mehralselastischesSystembetrachtetwerden.Dies
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Abbildung 4.34: FarbkodierteDarstellungder Elmente@ øyø ,@ ùzù und @�øyù desVerzerrungstensor.
Danebenist derenVerteilungdargestellt.

gilt auchfür die weißenFlecken im Inneren,wo eswährendder Änderungvon þ zu einerUmord-
nungderPartikel kam.Die Verteilungvon

^
ist in Abbildung4.35(b)dargestellt,derMittelwert der

Querkontraktionszahlist
^������ ���� I�I/ ~�i�� [�� E . Diesbedeutet,daßderSandhaufeneinerelativ ge-

ringeKompressibiliẗat hat.Auch bei derfarbkodiertenDarstellung4.37wurdederYoungmodulnur
in einemIntervall � �<����ts [ ��� � dargestellt.In denBereichender Teilchenumlagerungund an der
Oberfl̈acheist dieDefinitioneinerElastiziẗat nichtmehrsinnvoll,

Z
springtumbiszu12Größenord-

nungen,sicheraucheineFolgedernumerischenAbleitung.AusAbbildung4.35(a)wird dermittlere
WertdesElastiziẗatsmodulszu

Z � [  I/�ws [ ���2� [ ����ws [ ��� bestimmt.Für diePartikel galt
Z�� �
��� �

[ ��� .
DersimulierteHaufenist damitum zweiGrößenordnungenweicheralsseineeinzelnenPartikel.

Nimmt maneinenisotropenFestk̈orperan,kannderKompressionsmodulentwederueberdie Span-
nungen

@ U'U �
[

�� ÷ U'U (4.10)

oderdirekt aus
Z

und
^

���
[



Z
ú [K\	^ ü6ú [ � 
 ^ ü (4.11)

bestimmtwerden.DasErgebnisist in Abbildung4.38dargestellt.Offensichtlichist derHaufenim
Innerenhärterals im Außenbereich,außerdemist der BereichdesDips deutlichzu erkennen.Im
BereichdesMinimums ist dasGranulatweicherals in den Bereichender Maxima. Dies ist ein
deutlicherHinweisaufdie BildungeinesgroßenBogens,derdie Kräftevon derMitte weg zur Seite
hin ableitet.

4.4 Eigenschaftenkohäsiver Aufschüttungen

Die durchGleichung2.28beschriebeneModellierungfür die Kohäsionskr̈afte zwischenzwei Teil-
chensoll nunin derSimulationangewandtwerden.ZuerstwerdendieSimulationenmit Experimen-
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Abbildung 4.35: VerteilungenderelastischenKonstanten.

Abbildung 4.36: FarbkodierteDarstellungderPoissonzahl
^
.

Abbildung 4.37: FarbkodierteDarstellungdesYoungmoduls
Z

.

Abbildung 4.38: DerKompressionsmodul� in farbkodierterDarstellung.
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C

        A B

verstopft geöffnet

Abbildung 4.39: Experimentiermethode,um denBöschungswinkel von kohäsiven Granulatenzu
messen.

tenverglichen,dannwerdenexperimentellnur schwerzug̈anglicheErgebnissewie Korrelationszei-
tenundKoordinationszahlenvorgestellt.

In denletztenJahrenhatdasInteresseandenEffektenzugenommen,die durchKohäsionausgel̈ost
werden[19,21,49,160]. Beispieledafür sind die langsameZunahmeder statischenReibung bei
längerenKontaktenvon Sandk̈ornern[19], Kristalloberfl̈achen[161] undFelsen[20], die durchdie
Luftfeuchtigkeit verursachtwird. Gleichesgilt auchfür die Experimentevon Albert [21]. Die bei-
gefügtenÖlmengenführennur zu einemsehrdünnen,20-25nm dicken Film auf der Kugelober-
fläche.Die experimentellenUntersuchungenlegendabeinahe,daßsichmit zunehmenderKohäsion
eineÄnderungdesFlußverhaltensergibt. Bei geringerKohäsionbewegensich die Körnereinzeln,
bei großerKohäsionbewegensichdie Teilchenin kleinenClustern.DieserAspektsoll im weiteren
beleuchtetwerden.

Albert etal. [21,49,160]maßendenBöschungswinkel mit der“draining-crater”-Methode[162].Da-
bei wird ein Gef̈aß,welcheseineverschlossenëOffnung am Bodenhat,mit demGranulatgefüllt.
Anschließendwird dasLoch im Bodengëoffnet unddasMaterialkannfrei herausfließen(sieheAb-
bildung4.39).SobaldderFlußzumStillstandgekommenist, wird derBöschungswinkel gemessen.
Dabeiwurdeein linearerZusammenhangzwischendemBöschungswinkel undderKohäsiongefun-
den.

Die GrößederBox entsprichtin denExperimenten[21,49,160] etwa80-250Teilchendurchmessern,
in derSimulationsindesetwa 160-200.Die GrößedesAusflusseswar 12-25Teilchendurchmesser,
in derSimulation12-40.

EineSimulationsreihewurdemit monodispersen,regulärenPolygonenmit 15 Eckendurchgef̈uhrt,
einemit einerpolydispersenMischungmit einerGleichverteilungderRadien� im Bereich � ���E���s
��� [ �
��~s�� � . Die Reibungskoeffizientenfür alle Simulationenwaren������� , derYoungmodul

Z �[ ��� N
m undderZeitschritt ?A N�����
�s [ � u � s.Um denEinflußderTeilchenformzuuntersuchen,wurde

eineweitereReihemit dergleichenGrößenverteilung,abermit 63Eckengerechnet.Alle Messungen
gebenkonsistenteDatenfür mittlerebisgroßeWertederKohäsion.Für kleineWertehingegenhaben
die monodispersenTeilchendie Tendenz,sich in Dreiecksgitternanzuordnen.Dies dominiertdann
diePhysikdesganzenSystems.

In denSimulationennehmendie Kontaktfl̈acheunddie Kontaktl̈ange(sieheAbbildung4.40)linear
mit der GrößedesKohäsionsparameters¡�¢d£e¤ zu. Eine Kontaktl̈angevon etwa 0.01–0.1Teilchen-
durchmessernentsprichteinerEindringtiefevonetwa 
���)s [ � uwv bis 
���as [ � uw¥ Teilchendurchmessern,
also3-4 Größenordnungenkleineralsdie Teilchenselbst.Diespaßtmit denvon Albert [21] in den
ExperimentengefundenenDicken der Ölschichtenzusammen, die ca.4 Größenordnungenkleiner
sindalsdieTeilchengr̈oße.

Abbildung4.41zeigtdenBöschungswinkel für dieBereicheA undB in Bild 4.39.Gemessenwurde
mit derzuGleichung2.42.führendenMethode.Im Bereichzwischen¡�¢d£e¤S�z�����s [ ���2¦§ und ¡�¢d£e¤S�

���+s [ � � ¦§ ist der Böschungswinkel praktischlinear abḧangig von der Kohäsion.Im Bereichfür



104 GranulareAufscḧuttungen
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Abbildung 4.40: Kontaktl̈angezweier
kollidierenderTeilchenim Verḧaltnis
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Abbildung 4.41: Der Böschungswin-
kel in den Bereichen A und B
ausAbbildung4.39in Abhängigkeit
vom Kohäsionsparameter¡�¢¨£e¤ .

(a) ©�ª¬«d�(S*�,1®°¯�3¨*²± N/m (b) ©�ª³«d�(´O�,.®�¯�3¨*Rµ N/m

Abbildung 4.42: Die Oberfl̈achedesGranulatesbei verschiedenenWertenfür ¡�¢d£e¤ .
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(a) StatischeKonfigurationnachdemVerstopfenbei

©�ª³«d<(´O�,.®°¯�3¨*Rµ N/m

(b) DieselbeKonfigurationnachdem “Abschal-
ten” derKohäsion.

Abbildung 4.43: DerEinflussderKohäsionaufdasVerstopfeneinesTrichterkannin derSimulation
durchÄnderungdesKohäsionsparamtersgezeigtwerden.

¡�¢d£e¤ � ����Ns [ � � ¦§ ist derBöschungswinkel konstant.Dabeiist derberechneteBöschungswinkel für
verschwindendeKohäsionin Übereinstimmungmit denMessungenvon Hornbaker [49] von 22� -
23� für trockeneGranulate.Wennmandanndie DatenderSimulationandie experimentellenWerte
anfittet,entsprichteineSchichtvon 1 nm Öl einerZunahmevon ¡�¢d£e¤ um ������¶¦§ .

DerBöschungswinkel im BereichC ist kleineralsin denBereichenA undB. Dieshängtwahrschein-
lich damitzusammen,daßdieausdemAusflußkommendenTeilcheneinehöherekinetischeEnergie
haben,die dissipiertwerdenmuß.Dies führt zu einemAuseinanderlaufendesHaufensin diesem
Bereich.Gleichzeitigist die Oberfl̈achein diesemBereichaberfür größereWertevon ¡�¢¨£e¤ sehrzer-
klüftet,eineBestimmungdesBöschungswinkels für größereKohäsionist dahersehrunzuverlässig.

Die TendenzdesfließendenGranulates,die Auslaß̈offnung zu verstopfen,nimmt mit derKohäsion
zu.Ist diesegroßgenug( ¡�¢d£e¤S·�
�s [ ���)¦§ ), soverstopfteineÖffnungderGrößevon15-20Teilchen-
durchmessernsehrleicht. Dabei ist die Kohäsionstarkgenug,die Teilchenauchan der Unterseite
desBeḧaltershaftenzu lassen.In Abbildung 4.43(a))sieht man,daßes einigeTeilchengibt, die
ohneKohäsionsichernochfallenwürden,aberesstellt sichnundie Frage,ob die Kohäsionskr̈afte
die Bildung der Verstopfungnur fördern,oderob sie dieseauchaktiv tragen.Hier zeigt sich einer
der großenVorteile der Simulation,dennmankann die Kohäsioneinfach auf Null setzen.In der
Simulationbeginnt dasMaterial wiederzu fließen.Dies ist ein ersterHinweisauf die Bildung von
GruppenausmehrerenTeilchen.DerDurchmesserderAuslaß̈offnungist dannfür dieseClusternicht
großgenug,erverstopft.Für hinreichendgroßeÖffnungen(20-25Teilchendurchmesser)wurdekein
Verstopfenbeobachtet.

Nachdemdie bisherigenDatenmit denExperimentenvergleichbarwaren,sollennuneinigeGrößen
dargestelltwerden,die nur überdie SimulationaufTeilchenebenezug̈anglichsind.

Bei derAuswertungderKoordinationszahlenmußmandie Systemegetrenntbetrachten.Für mono-
disperseSystemesiehtmanin Abbildung4.44,daßdie Koordinationszahlmeistsehrnahebei 4 ist.
Der Grunddafür ist, daßdie Teilchensich in diesenSystemenauf einemDreiecksgitteranordnen,
abermit denTeilchenlinks und rechtsim allgemeinenkeinenKontakthaben.Dieswird durchdas
KraftnetzwerkausAbbildung 4.5(b)besẗatigt. GrößereAbweichungensind abermöglich. Für die
polydispersenMischungenist die Koordinationszahlproportionalzur Kohäsion.Aus denDatender
Kraftnetzwerke läßtsichabernicht folgern,obdieserAnstieg für die Stabiliẗat desHaufensnotwen-
dig ist. Eswäreauchmöglich,daßvieleTeilchenKontaktehaben,dieaberkeinestatischeLastmehr
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Abbildung 4.44: Die Koordinations-
zahl gemittelt für die BereichA, B
undC.
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tragenundsichim kohäsionslosenFall bereitsgel̈osthätten.

Um dasAuftretenvon sich bewegendenClusternzu untersuchen,wurde folgendeMethodeange-
wandt:eswurdenzu demZeitpunkt,alsdie ÖffnungdesBeḧaltersnochverschlossenwar, für jedes
Teilchenbestimmt,welcheNachbarneshat.NachdemdasSystemnachÖffnendesStopfenswieder
zum Stillstandgekommenist, wurdenim BereichC wiederdie Nachbarschaftenbestimmt.Dann
wurdeausgewertet,wieviele dieserNachbarschaftenschonzu Beginn bestanden.DieseDatensind
in Abbildung4.45dargestellt.Die ZahlderKontakte,dieerhaltenbleiben,nimmtumdenFaktor4-5
gegen̈uberdemkohäsionsfreienSystemzu. Dies legt denSchlußnahe,daßsichnicht mehreinzel-
neTeilchenbewegen,sonderngrößereCluster. Darausfolgt dannauch,daßdie Durchmischungim
nichtkohäsivenFall sẗarker ist alsfür ein Systemmit Kohäsion.

In der Verfahrenstechnikwird die Kohäsionund die Oberfl̈achenrauhigkeit der Teilchenin einem
Parameterzusammengefaßt.NachCarr [163] hängender Böschungswinkel und dieserWert nicht
zusammen(sieheauch[164]). Die Tatsache,daßdie statischeReibung in einemgranularenSystem
von derTeilchenrauhigkeit unabḧangigseinkann,findetsichauchschonim Lehrbuchvon Rabino-
wicz [125]. Zusammengefaßtbedeutetdies,daßReibungundRauhigkeit/Kohäsionunterschiedliche
Eigenschaftensind.

Die Modellierungvon Reibungdurchdie Bildung von “Polymeren”,wie sieBuchholtzundPöschel
vorschlagen[48], kann dannim Hinblick auf dieseDatenauchals die Simulationvon Kohäsion
interpretiertwerden.

Um die Oberfl̈achedesSystemsgenauerzu untersuchen,wurdedessenRauhigkeit bestimmt.Dazu
wurde zuerstdie Abweichungder Kontur von der durch den Böschungswinkel (Gleichung2.42)
gegebenenGeradenbestimmt.Von diesenDatenwurdedanndasPowerspektrumberechnet.Dabei
wurdendannRegion A undB gemittelt.In Abbildung4.46siehtman,daßdie Rauhigkeit auf allen
Größenskalenzunimmt.DabeinimmtdieRauigkeit besondersstarkfür sehrkleineWellenzahlenzu.
Dieskannsointerpretiertwerden,daßesbeizunehmenderKohäsiongrößereClustergibt,diedannan
derOberflaechezudenNachbarclusternhin aufbrechen(sieheAbbildung4.42(b)).Andererseitswird
aberauchdieOberfl̈achedereinzelnenClusterrauher, sodaßdieBeitraegefür grössereWellenzahlen
nichtverschwinden.

Zusammenfassendkannmansagen,dasSystememit geringerKohäsionsich nicht deutlichanders
verhaltenals SystemeohneKohäsion.Bei größererKohäsionallerdingsgibt esdeutlicheVer̈ande-
rungendesVerhaltensin BezugaufClusterbildungundOberfl̈achenstruktur.
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Kapitel 5

Zusammenfassungund Ausblick

Wasich bishergetanhatte
warein Bruchteilvon garnichts.

Eswar allesnurSand,
undderleisesteWind würdeesfortwehen.

PaulAusterHinter verschlossenenTüren

In dieserArbeit wurdeein Modell zur Simulationvon zweidimensionalenGranulatenvorgestellt.
Mit diesemModell kanndie StatikundDynamikvon verschiedenartigenSystemenuntersuchtwer-
den.Die einzelnenPartikel wurdendabeidurchkonvexe Polygonebeschrieben.Somitist manin der
Lage,sowohl besondereTeilchenformen(Sẗabchen,ellipsenartigeTeilchenetc.)zu untersuchen,als
auchdie Oberfl̈achenrauigkeit (Eckenzahl)zuvariieren.Die Kraftgesetzewurdensomodelliert,daß
nebenderelastischenWechselwirkung mit ReibungauchKohäsionber̈ucksichtigtwerdenkann.Das
Simulationsprogrammkann zus̈atzlich die Größen̈anderungaufgrundvon Temperatureffekten be-
rechnen.Damit konntenverschiedensteSystemeuntersuchtwerden.Ausführlich betrachtetwurden
Granulatein einerRöhreundSandhaufen.

Zunächstwird die Discrete-Element-Methodevorgestellt,diedie BasisdesProgrammsbildet.Nach
Darstellungderzur SimulationnotwendigenTeilcheneigenschaftenwird derenWechselwirkung bei
einerKollision beschrieben.Die vorgestelltenKraftgesetzebeschreibeneineelastischeWechselwir-
kung,Dämpfungin Normalen-undTangentialrichtung,ReibungundKohäsion.Dannwird erläutert,
wie mandie nacheinemProgrammlaufverfügbarenDaten,ähnlichdenMeßwerteneinesExperi-
ments,auswertenkann.InteressanteInformationensind beispielsweisedie lokale Dichte oderdie
Spannungstensoren.

Bei einerSimulationmüssenverschiedeneAspektederNumerik ber̈ucksichtigtwerden.Nur sowird
sichergestellt,daßmaneineneffektivenundzuverlässigenCodeentwickelt. EswerdenspezielleAl-
gorithmenundderenParallelisierbarkeit gezeigt,die die Untersuchunggrößererunddamitaussage-
kräftigererSystemeerlauben.ZumBeweisderZuverlässigkeit undderStabiliẗat desGesamtsystems
werdendie ErgebnisseverschiedensterTestsystemegezeigt.

Im AnschlußdaranwerdendasProblemderScḧuttguts̈aule unddie klassischeLösungvon Janssen
vorgestellt.DieseLösungwird auf erweiterteWandformenverallgemeinert.Die Lösungenfür drei
spezielleSystemewerdenvorgestelltundentsprechendeErgebnissevon Simulationengezeigt.

Der nächsteAbschnitt ist der UntersuchungdesDips von Sandhaufengewidmet. Zuerstwerden
regelmäßige,konstruierteSystemegezeigt,mit bekanntenLösungenverglichenund bewertet.Die
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SimulationengeschichteterSystemezeigenmit demExperimentvergleichbareErgebnisse.Eswird
dieHomogeniẗat derDichteunddieAusrichtungderSpannungstensorenbeschrieben.Anschließend
werdendie Ergebnissefür Haufengezeigt,die von einerpunktf̈ormigenQuelleaufgescḧuttet wur-
den.DieseSystemezeigenein Druckminimumunterder SpitzedesSandhaufens.Die Winkel der
HauptachsenderSpannungstensorenwerdenmit dentheoretischenVorhersagenvon Wittmer et al.
verglichen.Eswurdedie Dichteberechnet,die, andersalsbisherangenommen,nicht homogenist.
VielmehrweisenHaufen,die einenDip haben,einenkompaktenKernauf.Dabeientstehtdie insta-
bile Situation,daßder Druck in BereichenhöhererDichte geringerist. DieserEffekt legt die Idee
nahe,daßdie Dip-Entstehungmit einerInstabiliẗat verkn̈upft ist.

DerEinflußvonVibrationenaufdie Druckverteilungsowie die ÄnderungderRandbedingungendes
Sandhaufenswerdenbeschrieben.Dannwird aneinemBeispielsystemgezeigt,wie in einerSimula-
tion die elastischenKonstanteneinesgranularenSystemsbestimmtwerdenkönnen.Dazuwird die
Gravitation adiabatischauf Null reduziert,sodaßmaneinenspannungsfreienReferenzzustandhat.
Die UntersuchungderEinflüssederKohäsionschließendasKapitelab.

Im Anhangfindet sich einedetaillierteDarstellungdesSimulationssystemsgc2d . Eine Beschrei-
bungssprachefür granulareSystemewird vorgestellt.DieFormatederAusgabedateienwerdengenau
beschrieben,sodaßzukünftigeAnpassungenundErweiterungendurchDritte komfortabelmöglich
sind.

Insgesamtwurde gezeigt,daßdie Simulationenunter Berücksichtigungder mikroskopischenEf-
fektewie Teilchenform,ReibungundKohäsioneinenweitenBereichanmakroskopischenEffekten
beschreibenkann.Dabeiwird nicht nur die Dynamik, sondernauchdie Statik von granularenSy-
stemenuntersucht.Eine systematischeAbweichungder zweidimensionalenBeschreibung von den
Experimentenwurdenichtgefunden.

Die Möglichkeitenfür die zukünftige NutzungdervorgestelltenMethodensindvielfältig. Die Un-
tersuchungenderelastischenKonstanteneinesGranulatessollenerweitertund die Entstehungund
EinflüssedeskompaktenKernsuntersuchtwerden.Die UntersuchungdesKompaktionsverhaltens
von Granulatenin vibriertenScḧuttguts̈aulenist in Vorbereitung,eineentsprechendeZusammenar-
beit ist im Entstehen.Für die SimulationenderKohäsionist geplant,die DauerderKontaktezu be-
stimmen,damitgenauereAussagen̈uberdieBildungderClustergetroffenwerdenkönnen.Bereitsin
derEnwicklungist die Anwendungfür dieSimulationderAbnutzungdesSchotteruntergrundesvon
Hochgeschwindigkeitsbahnstrecken. Die breiteAnwendbarkeit desgezeigtenSystemswird die Un-
tersuchungvonverschiedenenSystemenermöglichen.EskanndenZugangzuexperimentellschwer
zug̈anglichenInformationenermöglichenunddie Grundlagefür zukünftigeTheorienliefern.
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Anhang A

Namenskonventionenbei Dateinamen

Die SteuerungeinerSimulationmit gc2d erfolgt fastausschließlichdurchDateien.Sowohl die Be-
schreibung deszu berechnendenSystemsals auchdie Simulationsergebnissewerdenin einzelnen
Dateiengespeichert.Insgesamtgibt es etwa 10 verschiedeneDateitypen,die sich alle durch ihre
Funktionund ihr Dateiformatunterscheiden.JedeEin- und Ausgabedateihat eineeigeneEndung,
durchdenihr Typ bestimmtwird. Zus̈atzlichenthaltendieDateinameneinigerAusgabedateiennoch
eine fortlaufendeNummer. Dies bedeutetdann,daßdie Information mehrfach,zu verschiedenen
Zeitschrittender Simulation,abgespeichertwurde.FolgendeDateitypensind dem Programmbe-
kannt:

.gsi GranularSetupInput Anh. B.1
Die Eingabedateimit dieserEndungentḧalt die Beschreibung deszu simulierendenSystems.Dies
ist normalerweisedie einzigeDatei,diederNutzervon gc2d erstellt.

.gci GranularCollision Input Anh. B.2
DieseEingabedateientḧalt die Beschreibung von Kollisionendeszu simulierendenSystems.Diese
Dateiwird normalerweisenicht perHand,sondernauseinergco -Dateierstellt.

.gso GranularSetupOutput Anh. C.1
DieseAusgabedateientḧalt einevon gc2d generierteBeschreibungdessimuliertenSystems.Diese
DateikannwiederumalsEingabedateifür weitereProgramml̈aufeverwendetwerden.

.gco GranularCollision Output Anh. C.1
DieseAusgabedateientḧalt einevon gc2d generierteBeschreibung der Kollisionendessimulier-
ten Systems.DieseDatei kann wiederumals Eingabedateifür weitereProgramml̈aufe verwendet
werden.

.ggf GranularGeometryFile Anh. C.2
In dieserAusgabedateiist die Beschreibung der Geometriejedesin der Simulationverwendeten
Polygoneenthalten.

.gff GranularForceFile Anh. C.3
In dieserAusgabedateiist die Beschreibungaller wirkendenKräftezu einembestimmtenZeitpunkt
enthalten.

.gpf GranularPositionFile Anh. C.4
In dieserAusgabedateisindvon allenPartikeln Datenwie Position,Geschwindigkeit etc.enthalten.

.gtf GranularTimeFile Anh. C.5
In dieserAusgabedateiwird derZeitverlaufeinigerphysikalischerGrößenprotokolliert.
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.gpl GranularParticleL ine Anh. C.6
In dieserAusgabedateiwird in kompakterFormdie Trajektoriefür jedesTeilchengespeichert.

.glk GranularLocK File -
DieseSicherheits-Dateientḧalt keinerleiInformation.Allein ihreExistenzist vonBedeutung.gc2d
prüft, bevor esirgendeineandereDateischreibt,ob dieseDateiexistiert. Ist sievorhanden,bedeutet
dies, daßdieseSimulationschongelaufenist, bereitserzeugteDatenalso überschriebenwerden
könnten.In diesemFall bricht gc2d die Simulationsicherheitshalberab1. Wenn die Datei nicht
existiert,wird sieerzeugt.

.ps PostScript File -
Hier wird ein Bild derSimulationim Postscriptformatabgelegt.

DenNamenderEingabedateienteilt mangc2d überdie Kommandozeilenoption-i mit. Dort muß
der vollständigeDateinameder gsi -Datei inklusive der Endungenangegebenwerden.Aus dem
angegebenenString wird dannder Nameder entsprechendengci -Datei bestimmt.Da die gsi -
DateienbeimEinlesennochdurcheinenFilter laufenkönnen,gibt es4 Möglichkeiten:

gsi -Dateiname gci -Dateiname verwendeterFilter

foo-in.gsi foo-in.gci Eswird kein Filter verwendet
foo-in.gsi.gz foo-in.gci Die gsi -Dateiwird vor demLesennochdekomprimiert
foo-in.gsi.m4 foo-in.gci Veraltet! Die gsi -Dateiwird vor demLesendurchden

MakroprozessorM4 geleitet.
foo-in.gsi.pl foo-in.gci Die Dateiwird alsPerl-programmausgef̈uhrt. Die Aus-

gabe diesesProgrammswird als Eingabeverwendet
(sieheAnhangD.1).

Der NamederAusgabedateienwird durchdenBefehlBasename in dergsi -Datei festgelegt. An
diesenNamenwerdendannfür die entsprechendenDateieneventuellnocheinelaufendeNummer
unddie Endungeingef̈ugt.WürdemandenBefehlBasename foo-out geben,könntendieAus-
gabedateiendesProgrammswie folgt aussehen:

doublon:˜/gc2d/data>ls
foo-out.0001.gco foo-out.0002.gco foo-out.0001.gff
foo-out.0002.gff foo-out.0002.gso foo-out.0001.gso
foo-out.0001.gpf foo-out.0002.gpf foo-out.gco
foo-out.gso foo-out.ggf foo-out.glk
foo-out.gpl foo-out.gtf foo-out.ps

1DiesesVerhaltenkanndurchdieKommandozeilenoption-l ver̈andertwerden,sieheAnhangE.1
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Anhang B

Format der Eingabedateien

B.1 Eingabedateizur Simulationsbeschreibung (gsi)

B.1.1 Einf ührung

DateienvomTyp gsi sinddiewichtigstenEingabedateienfür dieSimulation.Die AufbauderSimu-
lationwird dabeimit einerBeschreibungssprachefestgelegt. Mit Hilfe dieserSprachewird dasphysi-
kalischeSystemdetailliertbeschrieben,sodaßesdannmit gc2d berechnetwerdenkann.Die Syntax
selbstist sehreinfachgehalten;Berechnungen,Kontrollstrukturenwie SchleifenoderAbfragensind
nichtvorhanden.Stattdessenexistiert ein Interfacezur SkriptsprachePerl(sieheAnhangD.1).

DerAufbaueinergsi -Dateiist im Prinzipderfolgende:

PARAMETERv1.4
Identifikationstext

# Kommentar
$ Spezieller Kommentar

Steuerwort Parameter
OBJEKTNAME

Steuerwort Parameter Parameter Kommentar
Steuerwort Parameter
Steuerwort Parameter Kommentar

OBJEKTNAME
Steuerwort

End_Of_File

Die ersteZeilederDateimußimmerdenText PARAMETERv1.4 enthalten.AnhanddiesesStrings
wird die Datei identifiziert.Durchdie Versionsnummerwird sichergestellt,daßnicht alteSteuerda-
teien,die evtl. nicht mehrderaktuellenSyntaxfolgen,bearbeitetwerden.Die zweiteZeile entḧalt
einenbeliebigenText, deralsIdentifikationben̈utztwird. Ausgewertetwird dieserEintragerstin der
entsprechendengci -Datei(sieheAnh.B.2).Wird keinegci -Dateierstellt,sokanndieseZeileauch
leerbleiben.
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Der ganzeAufbau ist an einzelnenObjektenausgerichtet.Ein typischesObjekt ist z.B. Wall .
Auf einenObjektnamenfolgen dannBefehle,die dasjeweilige Objekt genauerbeschreiben.Stan-
dardm̈aßig wird am Anfang der Datei dasObjekt GENERALbearbeitet.Es ist nicht möglich, im
weiterenVerlauf der gsi -Datei zu ihm zurückzukehren;ein entsprechendesBefehlswort ist nicht
vorgesehen.DieshatdenGrund,daßhierParametergesetztwerdenmüssen,die im weiterenVerlauf
dergsi -Dateischonben̈otigt werden.SpeziellsinddiesderNamederAusgabedateiundderZeit-
schritt.Die weiterenObjektekönnenin beliebigerReihenfolgeangegebenwerden.Bei Display
wird allerdingsnurdasletztein derEingabedateivorkommendeObjektausgewertet.Die Dateiwird
abgeschlossenmit demBefehlswort ENDOF FILE ; evtl. folgenderText wird ignoriert.

Ein Kommentar, der mit einem# beginnt, wir einfach ignoriert.Beginnt eineZeile allerdingsmit
einem$, sowird dieserKommentarvon gc2d amBildschirmausgegeben.

Esgeltendie folgendenRegeln:

1. Groß-undKleinschreibung habeninnerhalbdergsi -DateikeinenEinfluß.Ausnahmenhier-
von sindextravermerkt.

2. Wird bei einemBefehl,dereigentlich2 Parametererwartet,nur ein Wert übergeben,wird der
zweiteautomatischauf0 gesetzt.

3. Auf dieParameterfolgendeTextewerdenignoriert

4. Leerzeilenwerdenignoriert.

5. Vor und hinter einemBefehl odereinemSektionsnamenkönnenbeliebigviele Leerzeichen
oderTabulatorenstehen.

6. Die ParameterwerdendurcheinebeliebigeZahl von LeerzeichenoderTabulatorengetrennt.

7. Die Zeilenl̈angedarf 1023Zeichennicht überschreiten.

Die nachfolgendeBeschreibungderBefehleentsprichtdemSchema:

BEFEHLSNAME Typ Typ Kategorie
Perlbefehl(Vorg abewert ,V or gabewer t) ; Einheit

Als Parametertypenkommenfloat, integer, und string in Frage;eineentsprechendeTy-
penkonvertierungwird vorgenommen.Die Kategorie einesBefehlsist entwederUSER oderSy-
stem. Fällt ein Befehl in letztereKategorie,ist esnicht empfehlenswert,denBefehlzu verwenden,
da falscheWerte zu völlig unphysikalischenSimulationenführenkönnen.DieseBefehlewerden
haupts̈achlichvon gc2d verwendet,um eineSimulationwiederabzuspeichern(sieheAnh C.1). In
der zweitenZeile findet sich dannder zugeḧorige Perl-Befehl,genauereszu derenNutzungfindet
sichim AnhangD.1. In KlammernangegebensinddieWerte,diestandardm̈aßigverwendetwerden.
Ebenfalls mit angegebenist danngegebenenfalls die Einheit der angegebenenWerte.Die Angabe¹ bei manchenWertenbedeutet,daßhier lediglich einesehrgroßeZahl1 verwendetwird, die bei
normalenSimulationennicht erreichtwird.

B.1.2 DasObjekt GENERAL

Mit denfolgendenBefehlenwerdenglobaleParameterderSimulationfestgelegt.Auchwennvern̈unf-
tigeWertealsStandardvorgegebensind,soist esdochsinnvoll, dieseParameterbei jederSimulation
selbstfestzulegenundaufeinanderabzustimmen.

1Diesist im allgemeinenderWert ( ºP»d¼a½S¾ ) vonBIG NUMBER, derin derDateigstd.h festgelegt wird.
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B.1.2.1 AllgemeineParameter

DELTA T float User
Delta T(0.0001); s

Durch diesesKommandowird die GrößedesZeitschrittsfür den Predictor-Corrector festgelegt
(sieheGleichung2.9).

TIME float float User
Time(0.0,1.0); s

DurchdiesesKommandowird die Simulationszeitfestgelegt. DerersteWert gibt denStartzeitpunkt
derSimulationan,derzweitedenEndzeitpunkt.

MUE STATISCH float User
Mue Statisch(0.6);

DurchdiesesKommandowird derstatischeReibungskoeffizient festgelegt.
EsmußMue Statisch ¿�À undMue Statisch Á�Â�Ã�À gelten.

MUE DYNAMISCH float User
Mue Dynamisch(0.6) ;

DurchdiesesKommandowird derdynamischeReibungskoeffizient festgelegt.
EsmußMUEDYNAMISCH¿ÄÀ undMUEDYNAMISCHÁÅÂ�Ã�À gelten.DieserWert wird z.Z. im Pro-
grammnichtgenutzt!

E MODUL float User
E Modul(1e7); ÆÇ

DurchdiesesKommandowird derYoungscheElastiziẗatsmodulfestgelegt.
EsmußE Modul ÈHÀ gelten.

GAMMA float User
Gamma(0.5);

DurchdiesesKommandowird derDämpfungskoeffizient für die Kollision festgelegt. EsmußGAM-
MA¿ÉÀ gelten.

COHESION float User
Cohesion(0.0); ÆÇ

DurchdiesesKommandowird derKohäsionskoeffizient festgelegt. EsmußCOHESION¿iÀ gelten.

STEPS DATA integer User
Steps Data(10000); ÊAË

DurchdiesesKommandowird festgelegt, alle wieviele ZeitschritteAusgabefilesvom Typ gff und
gpf geschriebenwerdenbzw. die Dateivom Typ gtf ergänztwird.

STEPS CHECKPOINT integer User
Steps Checkpoint(100 00) ; ÊAË

DurchdiesesKommandowird festgelegt, alle wieviele ZeitschritteDateinvom Typ gso und gco
zumWiederaufsetzendesLaufsgeschriebenwird.

STEPS SETUP integer User
Steps Setup( ¹ ); ÊAË

Durch diesesKommandowird festgelegt, alle wieviele ZeitschritteeineneueDatei vom Typ gco
undgso geschriebenwird.
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STEPS DUMPLINE integer User
Steps Dumpline( ¹ ); ÊAË

Durch diesesKommandowird festgelegt, alle wieviele ZeitschritteeineneueDatei vom Typ gpl
geschriebenwird. Die Untersẗutzungfür diesenBefehlmußmit
#define USEDUMPLINEeinkompiliert sein.

SEED float float User
Seed(0,0);

DurchdiesesKommandowerdendie InitialisierungswertedesZufallsgeneratorsfestgelegt.

BASENAME string User
Basename("defau lt ");

DurchdiesesKommandowird festgelegt, unterwelchemNamendie Ausgabedateienangelegt wer-
den.Es kannauchein Pfad relativ zum Verzeichnis,in demgc2d aufgerufenwurde,angegeben
werden.Bei diesemBefehlwird die Groß-undKleinschreibungdesParametersber̈ucksichtigt.

EMAIL string User
Email("NONE");

Durch diesesKommandowird festgelegt, ob und an wen eineEmail geschicktwird, wenngc2d
ordnungsgem̈aß beendetwurde.Wird der String "NONE" angegeben,wird keineEmail versandt.
Bei diesemBefehlwird die Groß-undKleinschreibungdesParametersber̈ucksichtigt.

NEXT DATA FILENUMBER integer System
Next Data Filenumber(1);

Durch diesesKommandowird festgelegt, mit welcherlaufendenNummerdie nächstenFiles vom
Typ gff undgpf geschriebenwerden.

NEXT SETUP FILENUMBER integer System
Next Setup Filenumber(1);

Durch diesesKommandowird festgelegt, mit welcherlaufendenNummerdie nächstenFiles vom
Typ gso undgco geschriebenwerden.

B.1.2.2 Variation der Erdbeschleunigung

DurchentsprechendeKonfigurationbeiderKompilation(sieheAnhangE.2)ist esmöglich,denWert
von Ì währendderSimulationzu variieren.

Ist dieseFunktionaliẗat nicht aktiviert, wird nurderBefehlG mit einemParameterakzeptiert.

G float User
G(9.81);

ÇÍ ¼
Durch diesesKommandowird der Wert für die Erdbeschleunigungfestgelegt. Der entsprechende

Vektorist dann
ÀÎ Ì .

Andernfalls kenntgc2d nochfolgendeBefehle:

G float float User
G(9.81,9.81);

ÇÍ ¼
Durch diesesKommandowerdender AnfangswertÌ2Ï und der Endwert ÌRÐ der Erdbeschleunigung
festgelegt.
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Abbildung B.1: Die vier Varianten,wie die die ErdbeschleunigungG variiert werdenkann.Die
Parametersind
G 9.81 9.0 G TIME 0.1 1.1 G Parameter 5 0.2
a)G Type CONSTANT b) G Type LINEAR
c) G Type STEP d) G Type SMOOTH STEP

G TIME float float User
G Time(0.0,1.0); Ñ

Durch diesesKommandowerdenAnfangszeitË�Ï und Endzeit Ë%Ð für die Änderungder Gravitation
festgelegt.

G PARAMETER float float User
G Parameter(5,0. 5) ; N/A

DurchdiesesKommandowerdenzwei ParameterÒ Ï und Ò Ð für die ÄnderungderGravitation fest-
gelegt (sieheAbbildungB.1). Die BedeutungderParameterkannsichje nachArt derManipulation
von Ì ändern.

G TYPE string User
G Type("CONSTANT") ;

DurchdiesesKommandowird dieArt festgelegt, wie Ì variiert wird (sieheAbbildungB.1).

CONSTANT ÌxÓÔÌ Ï
LINEAR Ì wird im Zeitraum Õ Ë�Ï�Ö%Ë�Ð�× linearvon Ì¶Ï auf Ì²Ð gëandert.
STEP Ì wird im Zeitraum Õ Ë�Ï�Ö%Ë�Ð�× stufenweisevon Ì¶Ï auf ÌRÐ gëandert.Insgesamtwer-

denÒ Ï Stufengemacht.
SMOOTH STEP Ì wird im Zeitraum Õ Ë�Ï�Ö%Ë�Ð�× stufenweisevon Ì¶Ï auf ÌRÐ gëandert.Insgesamtwer-

denÒ_Ï Stufengemacht.Die einzelnenStufensindkeineSpr̈unge,sondernwer-
denlinearausgef̈uhrt. Der ParameterÒØÐ gibt die BreitederlinearenÄnderung
anwobei Ò Ð Ó�À derGrenzfall STEP ist, Ò Ð ÓÉÂ entsprichtLINEAR
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Abbildung B.2: Dargestelltist die zeitlicheVerlaufderGrößenskalierungmit Ù´ÓzÚ , ÛtÓÄÂ unda)Ü Ó�Ý b)
Ü ÓÔÞ undc)

Ü Ózß

B.1.2.3 Temperaturveränderung

Mit denfolgendenBefehlenkanneineGrößen̈anderungderTeilchenaufgrundeinerTemperatur̈ande-
rungsimuliertwerden.Die Untersẗutzunghierfür mußmit #define USEHEATINGeinkompiliert
werden.

HEAT TIME float float User
Heat Time( ¹ , ¹ ); s

HEAT AMPLITUDE float User
Heat Amplitude(0.01) ;

HEAT FREQUENCE float User
Heat Frequence(1.0); Ñ²à Ï
HEAT SLOPE float User
Heat Slope(10.0);

Durch diesesKommandoswird festgelegt, wie die Größeder Partikel skaliert wird. Mittels HE-
AT TIME wird der Zeitraum Õ Ë�Ï�Ö%Ë�Ð�× der GrößenskalierungÑâáfË�ã festgelegt. Die Skalierungfür den
Zeitpunkt Ë akt erfolgt dannnachderFormel(sieheAbbildungB.2)

ËäÓ
Ë�Ï Ë akt ÁÔË�Ï
Ë akt Ë�Ïæå Ë akt åÔË�Ð
Ë%Ð Ë%Ð~Á Ë akt

(B.1)

ÑâáfË�ã|Ó ÂNç	Ûéè�á ÂÝ Î
Â
Ý
ê�ë�ì2í á Üïî%ð�ñ áeÝ�òóÙwË�ãeãeãeÃ (B.2)

Û Ó HEATAMPLITUDE

Ù Ó HEATFREQUENCEÜ Ó HEATSLOPE

B.1.3 DasObjekt DISPLAY

DiesesObjektbeschreibtdie Parameterfür die graphischeDarstellungderSimulation.
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X RANGE float float User
X Range(-0.1,0.1 ); m

DurchdiesesKommandowird festgelegt, welcherBereichderX-Achsegraphischdargestelltwird.
DerzweiteWertmußgrößeralsdererstesein.

Y RANGE float float User
Y RANGE(-0.1,0.1 ); m

DurchdiesesKommandowird festgelegt, welcherBereichderY-Achsegraphischdargestelltwird.
DerzweiteWertmußgrößeralsdererstesein.

SCREEN integer integer User
Screen(640,0); Pixel

DurchdiesesKommandowird festgelegt, mit welcherGrößedasAusgabefenstergëoffnet wird. Ist
einerderbeidenWerte åôÀ wird derandereso festgelegt, daßdie Grafik im Seitenverḧaltnis Âöõ<Â
dargestelltwird.

INTERVAL integer User
Interval(100); ÊAË

DurchdiesesKommandowird festgelegt, allewievieleZeitschritteeineBildschirmdarstellungerfol-
gensoll.

MODUS integer User
Modus(3);

DurchdiesesKommandowird festgelegt, welcheElementezu Beginn dargestelltwerden.Der Wert
wird durchdaslogischeODERderin derDateibutton mask.h 2 angegebenenParameterberech-
net.Die Standardeinstellungist À�÷�À�À�À�À�À�À�À�Â�øeù�À�÷�À�À�À�À�À�À�À�Ý�ø+ÓpÚ , d.h. eswerdenUmrandungund
FlächederTeilchendargestellt.

B.1.4 DasObjekt PARTICLE

Mit diesemObjektbeschreibtmandie Teilchen,die mit gc2d simuliertwerden.

B.1.4.1 AllgemeineParameter

CORNERS User
Corners(); m

Die AngabederEckenerfolgtnacheinerspeziellenMethode.DerZeile,in derderBefehlCORNERS
steht,folgenweitereZeilen,die jeweilsdieX- undY-KoordinateneinesPunktesenthalten.Nachder
letztenEcke folgt derBefehlEND. ZwischenCORNERSundENDsindkeineanderenBefehleoder
Kommentarezulässig.Defaultmäßigwird dasPolygonvon gc2d so verschoben,daßderSchwer-
punktandemdurchCOMvorgegebenenPunktliegt.Die Punktemüssenin derReihenfolgegegenden
Uhrzeigersinnangegebenwerdenundkonvex sein.Dieswird in dergegenẅartigenProgrammversion
nicht überpr̈uft, gc2d verläßtsichauf korrekteAngabendesNutzers.

COM float float User
Com(0.0,0.0); m

DieserBefehlgibt die PositiondesSchwerpunktesvor. Achtung!WenndasKommandoPOSITI-
ONABSOLUTgegebenwird, wird dieseZeile ignoriert.

2Die Dateibutton mask.h befindetsichaufderbeigelegtenCDROM.
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SPECIAL System
Special();

Nur zu Debuggingzwecken!

VELOCITY float float User
Velocity(0.0,0. 0) ; ú�û�Ñ

DieserBefehlgibt dieTranslationsgeschwindigkeit desTeilchensvor.

ACCELERATION float float User
Acceleration(0. 0, 0.0 ); ú�û�Ñ Ð

DieserBefehlgibt dieBeschleunigungdesTeilchensvor.

PC TRANS3 float float System
Pc Trans3(0.0,0.0) ; ú�û�Ñ�ü
PC TRANS4 float float System
Pc Trans4(0.0,0.0) ; ú�û�Ñ�ý
PC TRANS5 float float System
Pc Trans5(0.0,0.0) ; ú�û�Ñ�þ

DieseBefehlegebendie höherenAbleitungendesPredictor-Correctorfür die Translationwieder,
siesolltennicht durchdenNutzervorgegebenwerden.

ANGLE float User
Angle(0.0);

DieserBefehl gibt denWinkel desTeilchensvor. Zulässigsind Wertevon 0 bis Ý�ò . Die Drehung
erfolgt im Uhrzeigersinn.

OMEGA float User
Omega(0.0); Â�û�Ñ

DieserBefehlgibt dieWinkelgeschwindigkeitdesTeilchensvor.

OMEGA DOT float User
OmegaDot(0.0); Â�û�Ñ Ð

DieserBefehlgibt dieWinkelbeschleunigung desTeilchensvor.

PC ROT3 float System
Pc Rot3(0.0);

PC ROT4 float System
Pc Rot4(0.0);

PC ROT5 float System
Pc Rot5(0.0);

DieseBefehlegebendie höherenAbleitungendesPredictor-Correctorfür die Rotationwieder, sie
solltennicht durchdenNutzervorgegebenwerden.

ID integer System
Id(?);

Durch diesesKommandowird festgelegt, welcheinterneID dasPartikel erḧalt. DieserWert sollte
nicht durchdenNutzervorgegebenwerden.EinenStandardwertgibt esnicht, stattdessenwird eine
freie NummerbestimmtunddemTeilchenzugewiesen.

POSITION ABSOLUT User
Position Absolut();

DieserBefehlgibt an,daßdiemit CORNERS angegebenenEckkoordinatenalsabsoluteKoordinaten
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Abbildung B.3: Die verschiedenenSchrittebei derPositionierungeinesTeilchens.

betrachtetwerden;die AngabeCOM wird in diesemFall ignoriert.

Am BeispieleinesDreiecksseiendienotwendigenBefehlegezeigt:dieBasisl̈angebetr̈agt0.2mund
dieHöhe0.45m,derSchwerpunktsoll amPunkt(0.5,0.3) liegen.DasTeilchensoll um òóû�Þ gedreht
werden.

PARTICLE
Com 0.5 0.3 # Position des Schwerpunktes
Corners # Vorgabe der Ecken
0.0 0.0
0.0 0.2
0.1 0.45
END
Angle 0.7853975 # Neigung des Quadrats

In AbbildungB.3sinddieeinzelnenSchrittedargestellt.Im erstenSchritt(blau)werdendurchCOR-
NERS die EckpunktedesDreiecke festgelegt. gc2d verschiebtdasTeilchendannautomatischso,
daßderSchwerpunktamPunkt(0,0) liegt (rot).DurchdenBefehlCOMwird diePositiondesSchwer-
punktesfestgelegt (grün).DerBefehlANGLE drehtdasTeilchendannin seineendg̈ultige Position.

B.1.4.2 Teilchenmit Feder

An einemeinzelnenTeilchenkanneinevirtuelle Federbefestigtwerden.DaseineEndederFeder
ist amTeilchenselbstbefestigt,dasanderekannentlangeinerGeradenmit festerGeschwindigkeit
gezogenwerden.
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Abbildung B.4: Beispielfür die beschreibendenParametereinesmit einerFederversehenenTeil-
chen.

DRAG ANGLE float User
Drag Angle(0.0);

DieserBefehl gibt an, in welcheRichtungsich dasdurchDRAG PULLING POINT vorgegebene
EndederFederbewegensoll.

DRAG VELOCITY float float User
Drag Velocity(0.1,);

Ç Í
DieserBefehlgibt an,mit welcherGeschwindigkeit sichdasfreie EndederFederbewegensoll.

DRAG K float User
Drag K(100); N/m

DieserBefehlgibt dieFederkonstantevor.

DRAG TIME float float User
Drag Time(0.0,1.0); s

DieserBefehlgibt dasZeitintervall vor, in demsichdasfreie EndederFederbewegt.

DRAG FIXING POINT float float User
DRAGFIXING POINT(0.0,0.0); m

DieserBefehlgibt einenPunktrelativ zumSchwerpunktvor, an demdie Federangreifensoll. Der
PunktdarfauchaußerhalbdesTeilchensliegen.Die Federwird dannübereinenmasselosenStabam
Teilchenbefestigt.

DRAG PULLING POINT float float User
DRAGPULLING POINT(0.0,0.0) ; m

DieserBefehlgibt die StartpositiondesfreienEndesderFederan.DieserPunktdarfauchinnerhalb
desTeilchensliegen.

Hier nunein Beispiel,wie maneinenkleinenBlock mit einerFederbewegenkann.Dasfreie Ende
der Federwird für 1 Sekundemit derGeschwindigkeit 1

Ç Í untereinemWinkel von ÿ ý bewegt. Zu
Beginn befindetsich diesesFederendean denKoordinaten(0.5, 0.3). Dasam Teilchenbefestigte
Endeder Federhängt an einer masselosenStange,die im Schwerpunktbefestigtist. Die Stange
reicht 0.2 nachrechtsund0.1 nachoben.FolgenderCodeerzeugtdengewünschtenAufbauder in
AbbildungB.4 zu sehenist.
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PARTICLE
Com 0.1 0.1 # Schwerpunkt
Corners # Vorgabe der Ecken
... # usw.
END
Drag_Angle 0.785397 # Winkel
Drag_Velocity 1.0 # Geschwindigkeit
Drag_K 100 # Federkonstante
Drag_Time 1 2 # Zeitintervall
DRAG_FIXING_POINT 0.2 0.1 # Befestigungspunkt
DRAG_PULLING_POINT 0.5 0.3 # Zugpunkt

B.1.5 DasObjekt WALL

Mit diesemObjektbeschreibtmaneineWand,alsoein unbeweglichesTeilchen,in derSimulation.

CORNERS User
Corners(); m

Die Angabeder Ecken erfolgt nacheinerspeziellenMethode.Der Zeile, in der der Befehl COR-
NERSsteht,folgen weitereZeilen,die jeweils die X- und Y-KoordinateneinesPunktesenthalten.
NachderletztenEcke folgt derBefehleEND. ZwischenCORNERSundENDsindkeineanderenBe-
fehl zulässig.Die Punktemüssenin der ReihenfolgegegendenUhrzeigersinnangegebenwerden
undkonvex sein.Dieswird in dergegenẅartigenProgrammversionnicht überpr̈uft, sonderngc2d
verläßtsich auf korrekteAngabendesNutzers.Im Gegensatzzu einemTeilchenwird eineWand
nichtautomatischsoverschoben,daßihr Schwerpunktbei (0, 0) liegt.

OFFSET float float User
Offset(0.0,0.0); m

Gibt eineVerschiebungderWandum denangegebenenVektoran.

ANGLE float User
Angle(0.0);

Die Wandwird umdenangegebenenWinkel umihrenSchwerpunktgedreht,zulässigsindWertevon
0 bis Ý�ò . Die Drehungerfolgt im Uhrzeigersinn.

VELOCITY float float User
Velocity(0.0,0.0 ); m/s

Gibt einevirtuelle Geschwindigkeit derOberfl̈achewieder. Achtung!DieseGeschwindigkeit wirkt
nur tangentialzur Oberfl̈ache!

ID integer System
Id(?);

Durch diesesKommandowird festgelegt, welcheinterneID dasPartikel erḧalt. DieserWert sollte
nicht durchdenNutzervorgegebenwerden.EinenStandardwertgibt esnicht, stattdessenwird eine
freieNummerbestimmtundderWandzugewiesen.

B.1.5.1 Wand als Stempel

NebendennormalenWändengibt esauchnochdieMöglichkeit, dieWandalsStempelzuerzeugen.
Die Wandbewegt sich dannsolange,bis sie die vorgegebeneKraft aus̈ubt. Eine Wandkannnicht
gleichzeitigauchnochvibrieren(AbschnittB.1.5.2).
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Abbildung B.5: Amplitudenfür die verschiedenenSchwingungstypenbei vibrierendenWänden.

PISTON ANGLE float User
Piston Angle(0.0);

DurchdiesesKommandowird die Richtungfestgelegt, in die sichderStempelbewegensoll.

PISTON FORCE float User
Piston Force(0.0); N

DurchdiesesKommandowird die Kraft festgelegt, die derStempelin Richtung
PISTON ANGLE aus̈ubensoll.

PISTON V MAX float User
Piston V Max(1.0); m/s

DurchdiesesKommandowird derBetragderGeschwindigkeit desStempelsbegrenzt.Sokannman
erreichen,daßderStempelvorsichtigaufeinegranulareOberfl̈acheaufsetzt.

B.1.5.2 Vibrier endeWände

NebendennormalenWändengibt esauchnochdieMöglichkeit, die Wandvibrierenzu lassen.Eine
Wandkannnicht gleichzeitigauchnochalsStempeldienen(AbschnittB.1.5.1).

VIB ANGLE float User
Vib Angle( òóû�Ý );

DurchdiesesKommandowird die Richtungfestgelegt, in die die Wandschwingt.

VIB TIME float float User
Vib Time(0, ¹ ); s

VIB WIDTH float User
Vib Width(1); m

VIB FREQUENCE float User
Vib Frequence(1); 1/s

VIB TYPE string User
Vib Type("COSINUS" );
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DurchdieseKommandoswird dieArt derVibrationfestgelegt. Mittels VIB TIME wird derZeitraum
Õ Ë�Ï�Ö%Ë%Ð�× bestimmt.

ËNÓ
Ë�Ï Ë akt ÁÔË�Ï
Ë akt Ë�Ï å Ë akt åÔË�Ð
Ë�Ð Ë�Ð�Á Ë akt

Ã (B.3)

Die AmplitudederAuslenkungkanndannin Abhängigkeit derArt derVibrationbestimmtwerden:

� Ó VIB WIDTH

Ù Ó VIB FREQUENCE

COSINUS � áfË�ã Ó � è�À�Ã��KèVáeÂ Î î%ð�ñ áfË aktÙ Ý�òóãeã AbbildungB.5 a)
SAWTOOTH � áfË�ã Ó � è�áfË akt � ð�� Ï� ãeÙ AbbildungB.5 b)
TAPPING � áfË�ã Ó � è�Ñ
	��óáfË akt Ù Ý�òóã ü� AbbildungB.5 c)

TRIANGLE
����� Ç�� áfË�ã Ó áfË akt � ð�� Ï� ãeÙ
�éáfË�ã Ó Ý � è������ Ç�� ����� Ç�� Á�À�Ã��

Ý � è�Ë�áeÂ Î ����� Ç�� ã Ñ����óÑ Ë
AbbildungB.5 d)

B.1.6 DasObjekt GENERATE BLOCK

Mit diesemObjektkanneinegroßeZahl von ähnlichenTeilchenbeschriebenwerden,die in einem
Rechteckpositioniertwerden.

X RANGE float float User
X Range(0.0,10.0 ); m

Y RANGE float float User
Y Range(0.0,10.0 ); m

DurchdieseKommandoswerdendieGrenzendesRechtecksvorgegeben,in demdie Teilchengene-
riert werdensollen.

GRID DISTANCE float float User
Grid Distance(2.0,2. 0); m

DurchdiesenBefehlwerdendie Gitterabsẗande ÊA÷ und Ê�� bestimmt.Wie diesebeidenParameter
genutztwerden,hängt vom verwendetenGittertyp ab. Bei den Rechteckgitternwerdendirekt die
Gitterabsẗandefestgelegt. Bei dengegeneinanderversetztenQuadratgitterngibt ÊA÷ denAbstandder
Gitterpunktein derX-Richtungvor, Ê�� bestimmtdenAbstandzur nächstenGitterebene.
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Abbildung B.6: Beispielefür die6 verschiedenenGittertypen,aufdenenTeilchenangeordnetwer-
denkönnen.a)RECT b) RECT GAUSS c) RECT EQUAL d) FCC e)FCC GAUSS f) FCC EQUAL

GRID TYPE string User
Grid Type("FCC"); m

RECT Ein Rechteckgitter:die SchwerpunktederTeilchenliegengenauauf denGitter-
punkten.

RECT GAUSS Ein Rechteckgitter:dieSchwerpunktederTeilchensindin X-Richtungin einem
Intervall [ Î ÏÐ Ê~÷�Ö ÏÐ ÊA÷ ], in Y-Richtungim Intervall [ Î ÏÐ ÊA÷�Ö ÏÐ Ê~÷ ] um denGit-
terpunktmit einerabgeschnittenenGaußkurve3 verteilt.

RECT EQUAL Ein Rechteckgitter:dieSchwerpunktederTeilchensindin X-Richtungin einem
Intervall [ Î ÏÐ ÊA÷�Ö ÏÐ ÊA÷ ], in Y-Richtungim Intervall [ Î ÏÐ Ê�� Ö ÏÐ Ê�� ] um denGit-
terpunktgleichverteilt.

FCC Zwei gegeneinanderversetzteQuadratgitter:dieSchwerpunktederTeilchenlie-
gengenauaufdenGitterpunkten.

FCC GAUSS Zwei gegeneinanderversetzteQuadratgitter:dieSchwerpunktederTeilchensind
in X-Richtung in einem Intervall [ Î ÏÐ ÊA÷�Ö ÏÐ ÊA÷ ], in Y-Richtung im Intervall
[ Î ÏÐ Ê��_Ö ÏÐ Ê�� ] um denGitterpunktmit einerspeziellenabgeschnittenenGauß-
kurve verteilt.

FCC EQUAL Zwei gegeneinanderversetzteQuadratgitter:dieSchwerpunktederTeilchensind
in X-Richtung in einem Intervall [ Î ÏÐ ÊA÷�Ö ÏÐ ÊA÷ ], in Y-Richtung im Intervall
[ Î ÏÐ Ê��_Ö ÏÐ Ê�� ] um denGitterpunktgleichverteilt.

PART SIZE float float User
Part Size(1.0,1.0); m

PART VAR SIZE float User
Part Var Size(0.5);

RANDOM SIZE string User
Random Size("CONST");

3Ziel dieserVerteilungist es,“schöne” Anfangsbedingungenauszuẅahlen.EinenEinflußauf die PhysikdesSystems
gibt esdabeinicht. Wichtig dabeiist, daßdie Zufallszahlim Intervall � ����¾� liegt. Könntendie Zufallszahleneinenbe-
liebigenWert annehmen,wäreesmöglich, daßnicht sinnvolle Parameterentstehen,zumBeispielnegative Eckenzahlen.
AusserdemsolltedieVerteilungsymmetrischundrelativ schmalsein.

Als praktikabelerwiesensichdafür danndieGaußverteilung !#"%$'&)( *+-, ¼/. 0#132547698�:<;;>= ; mit denParametern?@(A��B5C undD (E�FB.¾ . DasEinhaltenderIntervallgrenzen� �F��¾G kanndadurcherzwungenwerden,daßZufallszahlen,die zu großoder
zuklein sind,vomProgrammeinfachverworfenwerden.Da D hinreichendklein ist, ist dieWahrscheinlichkeit dafür auch
sogering,daßdieVerteilungnichtwesentlichgesẗort wird.
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Abbildung B.7: Beispielefür verschiedenenTeilchenformen.In deneinzelnenZeilensindTeilchen
vomTypea)SPECIAL RECTANGLE b)REGULAR c)RAND1 d)RAND2 e)FULL, in denSpalten
jeweils Beispielefür Teilchenmit I) 3 II) 6 III) 9 undIII) 12 Eckendargestellt.

DasKommandoPart Size gibt 2 Längenø<H und øJI zur BestimmungderTeilchenvor,
Part Var Size einenWert K , derdie BreitedesIntervalls beschreibt.

CONST KonstanteTeilchengr̈oße:Part Var Size wird ignoriert
EQUAL Für jedesTeilchen 	 werdendie aktuellenLängen ø%LH bzw. ø%LI im Intervall Õ øJHTè_áeÂ Î

KVãeÖ�ø H è�áeÂKçMKØãf× bzw. Õ ø I è�áeÂ Î KØãeÖ�ø I è�áeÂKçNKVãf× gleichverteilt ausgewürfelt. Die Bestim-
mungderWerte ø LH und ø LI erfolgt unabḧangigvoneinander;dieshatzur Folge,daßdie
Teilchengr̈oßenichteinfachskaliertwird, sonderndie Formsichändert.

GAUSS Für jedesTeilchen	 werdendieaktuellenLängenø%LH bzw. ø%LI im Intervall Õ øJH<èeáeÂ Î KVãeÖ�øJHóè
áeÂæçOKØãf× bzw. Õ ø I è�áeÂ Î KØãeÖ�ø I è²áeÂ�çOKVãf× mit einerspeziellenabgeschnittenenGaußkurve
ausgewürfelt. Die Bestimmungder Werte ø LH und ø LI erfolgt unabḧangig voneinander;
dieshatzur Folge,daßdie Teilchengr̈oßenichteinfachskaliertwird, sonderndie Form
sichändert.

PART NUM CORNERS integer User
Part NumCorners(6);

PART VAR CORNERS integer User
Part Var Corners(2);

RANDOM NUM CORNERS integer User
Part Random NumCorners("CONST ") ;

Part Num Corners gibt eineEckenzahl PRQ vor, Part Var Corners bestimmtdasIntervall
PRS undRandom Num Corners die Art derVerteilung.

CONST Alle Teilchenhabendie EckenzahlPTQ .
EQUAL Die Eckenzahlist gleichverteilt im Intervall Õ P Q Î PRS�Ö-P Q çUPTS�× .
GAUSS Die Eckenzahlwird im Intervall Õ PTQ Î P S Ö-PRQ çOP S × mit einerspeziellenabgeschnit-

tenenGaußkurve ausgewürfelt .

PART RANDOM POS CORNERS integer User
Part Random Pos Corners("REGUL AR") ;

Zur BerechnungderTeilchenformwird folgendermaßenvorgegangen:die HalbachseneinerEllipse
Û und V werdendurchdie entsprechendenBefehlevorgegeben.Dannwerden,derZahlderEcken P
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entsprechend,dieWinkel W  Ö�Ã�Ã�ÃâÖ-WYX Æ à Ï�Z ausgewürfelt undderGrößenachaufsteigendsortiert.Die
PositionderEcken ÷ L Ö>� L ergebensichdannausderParameterdarstellungderEllipse[165] durch

÷ L Ó Û è î%ð�ñ á�W L ã (B.4)

� L Ó V�è ñ\[ ì á�W L ã Ã (B.5)

Diesbedeutet,daßdie EckeneinesTeilchensauf einerEllipse liegenunddamitdasPolygonsicher
konvex ist. Die Winkel werdenwie folgt festgelegt, wobeidann	æÓzÀ<Ã�Ã�Ã]P Î Â gilt:

SPECIAL RECTANGLE Sonderfall; eswerdenRechtecke mit abgeschr̈agtenKantengeneriert
REGULAR W L Ó^	�è Ð ÿÆRAND1 W L zufällig ausdemIntervall Õ á/	 Î À�Ã���ã°è Ð ÿÆ Ö�á/	�ç	À�Ã���ã è

Ð ÿÆ ÕRAND2 W L zufällig ausdemIntervall Õ á/	 Î Â�ã è Ð ÿÆ Ö�á/	�ç	Â�ã è
Ð ÿÆ ÕFULL W L zufällig ausdemIntervall Õ À�Ö�Ý�òéÕ

TypischeBeispielefür die verschiedenenTeilchenformensind in Abbildung B.7 gezeigt.Man er-
kennt,daßRAND1 undRAND2 sehrähnlichsind,wobeidie zweiteForm etwasmehrzu überlangen
Seitentendiert.FULL wiederumgeneriertsehrunregelmäßigeTeilchen,die bei niedrigerEckenzahl
nurbedingtalstypischeSandk̈ornergeltenkönnen.

PART ROT float User
Part Rot(0.0);

RANDOM ROT string User
Random Rot("EQUAL");

DurchPart Rot wird ein Drehwinkel W  vorgegeben.Der tats̈achlicheWinkel W wird danndurch
dasKommandoRandom Rot festgelegt.

CONST WFÓ_W 
EQUAL W zufällig ausdemIntervall Õ À�Ö�Ý�òéÕ
GAUSS W wird mit derspeziellenabgeschnittenenGaußkurveausdemIntervall ×GW  Î ÿ Ð Ö-W  ç ÿ Ð Õ

ausgewählt.

ANGLE RANGE float float User
Angle Range(0, Ý�ò );

VELOCITY RANGE float float User
Velocity Range(0.0,0.0);

Ç Í

Mit diesenBefehlenist esmöglich, denTeilcheneineindividuelle Anfangsgeschwindigkeit zuzu-
weisen.Die Richtungwird in demdurchAngle Range gegebenenIntervall, der Betragin dem
durchVelocity Range vorgegebenenBereichausgewürfelt.

B.1.7 DasObjekt DROPSOURCE

Mit diesemObjekt beschreibtmaneineTeilchenquelle.Im Lauf der Simulationwerdendabeian
einerbestimmtenStelleTeilchenerzeugt.
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POS float float User
Pos(0.0,0.01); m

WIDTH float User
Width(0.0);

TYPE string User
Type(‘‘ABS’’); s

Der Befehl Pos gibt zwei Werte ÷ und � , der Befehl Width eine Länge V vor. Je nachArt der
Positionierungwird danndie Stellebestimmt,anderein Teilcheneingef̈ugt wird.

REL Relativer Positionierung
ABS AbsolutePositionierung

BeibeidenArtenderPositionierungwird diedieX-KoordinatedesEinfügepunktesfür jedesTeilchen
im Intervall Õ ÷ Îa`Ð Ö%÷ ç `Ð × ausgewürfelt. Bei derabsolutenPositionierungwird dasneueTeilchen
dannan derY-Koordinate� eingesetzt.Bei der relativen Positionierunghingegenwird derhöchste
Schwerpunkt� Ç�b H einesTeilchensim Intervall Õ ÷ Î `Ð Ö%÷ ç `Ð × gesucht.Der Einsetzpunktist dann
� Ç�b H çc� . Wird kein Schwerpunktgefunden,soist � Ç�b H ÓÉÀ .
TIME float float User
Time(0.0,1.0); s

DurchdiesenBefehlwird derZeitraum,in demTeilcheneingef̈ugt werden,festgelegt.

DELTA T float User
Delta T(0.1); s

DurchdiesenBefehlwerdendie Intervalle,die zwischenzweiEinfügevorgängenliegen,festgelegt.

PART SIZE float float User
Part Size(0.01,0.01) ; m

PART VAR SIZE float User
Part Var Size(0.1);

RANDOM SIZE string User
Random Size("CONST");

PART NUM CORNERS integer User
Part NumCorners(8);

PART VAR CORNERS integer User
Part Var Corners(2);

RANDOM NUM CORNERS integer User
Part Random NumCorners("CONST ") ;

PART RANDOM POS CORNERS integer User
Part Random Pos Corners("REGUL AR") ;

PART ROT float User
Part Rot(0.0);

RANDOM ROT string User
Random Rot("CONST");

DieseBefehlesind den gleichnamigenBefehlenim Abschnitt B.1.6 äquivalent, die dortigenBe-
schreibungensindauchhiergültig.
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B.1.8 Beispielfür eineEingabedatei

Die folgendeDatei erzeugtein Setup,bei demein StempelTeilchenin einemKolbenzusammen-
preßt.Dabeiist dieGravitationabgeschaltet.Vor jederZeilesindZeilennummernangegeben,diebei
dereigentlichenDateinichtdort stehendürfen.

01: PARAMETERv1.4
02:
03: # A piston, compressing some particles
04: Delta_T 0.000015
05: Time 0 0.2
06: E_Modul 1E7
07: Gamma 0.5
08: Steps_Data 1000
09: Steps_Checkpoint 100
10: Basename data/piston2
11: G 0
12:
13: DISPLAY
14: X_Range -0.35 0.15
15: Y_Range -0.05 0.15
16: Screen 800 0
17: Interval 100
18:
19: WALL
20: Offset -0.3 0.0
21: Piston_Angle -0.0
22: Piston_Force 10000
23: Piston_V_Max 1
24: Corners
25: -0.05 0.01
26: 0.05 0.01
27: 0.05 0.1
28: -0.05 0.1
29: END
30:
31: WALL
32: Offset 0.0 0.0
33: Corners
34: -0.3 -0.01
35: 0.1 -0.01
36: 0.1 0.01
37: -0.3 0.01
38: END
39:
40: WALL
41: Offset 0.0 0.11
42: Corners
43: -0.3 -0.01
44: 0.1 -0.01
45: 0.1 0.01
46: -0.3 0.01
47: END
48:
49: WALL
50: Offset 0.0 0.0
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      0.00000000
0.002500 m/s

Abbildung B.8: Die AbbildungzeigtdasSystem,dasgc2d ausdervorgestelltenEingabedateier-
zeugt.Die starrenWändeerscheinengrau,diePartikel sindhellgrün undderStempeldunkelgrün
dargestellt.

51: Corners
52: 0.1 -0.01
53: 0.12 -0.01
54: 0.12 0.12
55: 0.1 0.12
56: END
57:
58: GENERATE_BLOCK
59: X_Range -0.247 0.098
60: Y_Range 0.012 0.098
61: Grid_Distance 0.005 0.005
62: Part_Var_Corners 1
63: Part_Num_Corners 8
64: Part_Rot 1
65: Part_Size 0.003 0.003
66: Grid_Type FCC
67: Random_Size CONST
68: Random_Rot EQUAL
69: Random_Num_Corners EQUAL
70: Random_Pos_Corners RAND1
71: END_OF_FILE

Die ersteZeile ist festvorgeschrieben,die zweiteZeile bleibt leer, dakeinegci -Dateivorgegeben
wird. Zeile 3 entḧalt einenKommentar, der ignoriertwird. In denZeilen4-11folgendannBefehle,
die zur SektionGENERALgeḧoren.Es werdender Zeitschritt,der Namefür die Ausgabedateien
und auchder Wert für Ì gesetzt.Das Schl̈usselwort DISPLAY in Zeile 13 weist gc2d an, daß
jetzt Befehlefolgen,die die Bildschirmdarstellungsteuern.Zeile 16 gibt zum Beispielan,daßdas
Bildschirmfenster800Pixel breit seinsoll, die HöhedesFensterswird dynamischangepaßt.

Ab Zeile 19 wird derStempelbeschrieben,derdie Partikel komprimiert.Die Zeilen21-23beschrei-
bendabeidie EigenschaftendesStempels,die Zeilen24-29seineGeometrie.Die Zeilen31-56die-
nendazu,drei weitereWändefestzulegen.Ab Zeile 58 bis Zeile 70 wird eineGruppevon Teilchen
beschrieben,die auf einemGitter (Zeile 66) angeordnetwerden.Zeile 71 schließtdie Datei ord-
nungsgem̈aßab.
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B.2 Eingabedateienfür Kollisionen (gci)

Die DateienvomTypegci enthaltendieBeschreibungenfür Kollisionen,diesichausderzugeḧori-
gengsi -Dateiergeben.Von derStrukturher ist einegci -Dateigenausoaufgebautwie einegsi -
Datei,allerdingsgibt esnureinObjektmit demNamenCOLLISION. Einetypische(starkgek̈urzte)
Dateisiehtin etwassoaus:

PARAMETERv1.4
Wed May 24 18:31:54 2000 --- doublon --- schinner

COLLISION
Particles 3512 3473
Summ_Friction -0.03836233163280577951
Old_Area 0.00000000001731635668

COLLISION
Particles 3511 3496
Summ_Friction -0.00175875105087826668
Old_Area 0.00000000000989987259

# hier wurde gek ürzt

COLLISION
Particles 1 2
Summ_Friction -0.07117878025238574824
Old_Area 0.00000000001401684324

END_OF_FILE

In jederdieserSektionenwerdendie DatendesletztenZeitschrittsgespeichert,die zur Berechnung
derKräfteauseinerKollision notwendigsind.Alle dieseBefehlegeḧorenzur KategorieSYSTEM.
Es ist nicht sinnvoll, einederartigeDatei von Handzu erstellen;auchein Perl-Interfacefür diesen
Dateitypgibt esnicht.Stattdessensollteeinegsi -Dateinurauseinergso -Datei(sieheAnhangC.1)
erstelltwerden.

Der Identifikationstext in der zweitenZeile der Datei muß identischseinmit demjenigenausder
zugeḧorigengsi -Datei.Sosoll gewährleistetwerden,daßbeideDateienwirklich zusammengeḧoren
undauchvom selbenProgrammlaufstammen.

PARTICLES integer integer System
(?,?);

Hier werdendie zwei Identifikationsnummernder Teilchenangegeben,für die die Kollisiondaten
gültig sind.Wird keineKollision zwischendenTeilchenmit denangegebenenNummerngefunden,
someldetgc2d diesundignoriertdie entsprechendeSektion.

SUMM FRICTION float System
(0.0); n

DieseZeileentḧalt denWert,derzurBerechnungvon dfe�áfË�g Î ÊAË�ã notwendigist (sieheAbschnitt2.2.2).

OLD AREA float System
(0.0); ú Ð

DieseZeile entḧalt denWert,derzur Berechnungvon d� notwendigist (sieheAbschnitt2.2.2).
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Anhang C

Format der Ausgabedateien

C.1 Ausgabedateienfür die Systembeschreibung (gso) und die Kolli-
sionen(gco)

Nebendenin denAnhängenC.2, C.3 und C.4 beschriebenenAusgabeformaten,die dazudienen,
im Hinblick aufphysikalischeGrössenausgewertetzu werden,schreibtgc2d auchnocheinezwei-
te Kategorie von Dateien.Die AufgabedieserFiles ist es,denaktuellenStandder Simulationso
abzuspeichern,daßandieserStelleweitergerechnetwerdenkann.DiesbietetverschiedeneVorteile:

1. Muß deraktuelleLauf ausirgendeinemGrund(Stromausfall, Systemwartung,etc.)vorzeitig
abgebrochenwerden,sokanndie SimulationandiesemPunktwiederaufgesetztwerden.

2. Man kanneinmaligeineKonfigurationberechnen,die dannfür verschiedenenweitereSimu-
lationenalsAusgangsbasisdient.

Esist alsosinnvoll, daßmandieseAusgabedateienim FormatderEingabedateiengeneriert.

gso -Datei Formateinergsi -Datei
gco -Datei Formateinergci -Datei

Hier gewinnt auchder in denAnhängenB.1 und B.2 beschriebeneIdentifikationsstringseineBe-
deutung.gc2d schreibtin die zweiteZeile beiderDateieneineKombinationausDatum,Uhrzeit,
RechnernameundNutzername.Somitist gewährleistet,daßmannichtausVerseheneineneuegso -
Dateizusammenmit eineraltengco -DateigleichenNamensverwendet.

Um eineSimulationdurchNutzungderDateienfoo.gso und foo.gco wiederzu starten,ist es
nurnotwendig,dieseDateienumzubenennen.

Folgendesist allerdingsbeigco -Dateienzuber̈ucksichtigen:

1. Die SektionGenerate Block wird nicht geschrieben;stattdessenwerdendie einzelnen
Teilchenausgegeben.

2. Eskannnicht dasFormatfür dasPerl-Interfaceausgegebenwerden.Sollteesnotwendigsein,
dieseAusgabedateïuber dasPerlinterface zu nutzen,kann man die Datei mit dem Skript
gsi2pl 1 die Dateiin umwandeln.

1Die Dateigsi2pl befindetsichaufderbeigelegtenCDROM.
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3. Esist ratsam,denNamenderAusgabedateiBasename zu ändern,ansonstenbestehtdie Ge-
fahr, daßdie Ausgabedateiendurcheinandergeraten.

C.2 Beschreibung der Teilchengeometrie(ggf)

Dateienmit der Endungggf enthaltendie Beschreibung der Geometriealler in der Simulation
existierendenTeilchen.Dabeiwird pro TeilcheneineZeile verwendet.Die Koordinatender Poly-
goneckenwerdensoabgespeichert,daßderTeilchenschwerpunktbei (0, 0) ist, derRotationswinkel
ist WFÓ�À .
DieseDatei wird nur einmalfür eineSimulationangelegt, für jedesneuhinzukommendeTeilchen
wird einezus̈atzlicheZeile angeḧangt.Diesbedeutet,daßdieseDateiwährendderLaufzeitderSi-
mulationsẗandigwachsenkann.Bei derKompilierungwird derWert P Ç�b H Ó MAXNUMCORNERS
vorgegeben.Er gibt die MaximalzahlderEckenan,die ein Polygonhabendarf.JedeZeile hatdann
ÚKçiÝKèFP Ç�b H Felder.

Feld Inhalt Beschreibung

1 Id DieTeilchennummer. ÜberdieseZahlkanneinbestimm-
tesTeilchenin jederZeile identifiziertwerden.

2 Typ Der Typ des Teilchens.Normale freie Teilchen haben
hiereine0, Wändeeine2. WeitereTypensindim Quell-
codein derDatei type particle.h beschrieben.

3 Eckenzahl In diesemFeldwird gespeichert,wieviele Ecken P das
Polygonhat

Þ bis ÞtçNP Î Â X-Koordinaten Die X-KoordinatenderEcken.
ÞtçMP bis void

ÞYçUP Ç�b H Î Â
ÞYçMP Ç�b H bis Y-Koordinaten Die Y-KoordinatenderEcken.

ÞYçMP Ç�b H~çMP Î Â
ÞYçMP Ç�b H çUP bis void
Þgç	ÝFP Ç�b H Î Â

Die Algorithmenvon gc2d kennenkeineBeschr̈ankungderEckenzahl,MAXNUMCORNERSkann
auf jedenbeliebigenpositivenWert ¿�Ú gesetztwerden.Die FestlegungeinermaximalenEckenzahl
dientnurdazu,daßdieseAusgabedateieinefesteZahlanFeldernhat,sodaßsiebequemmit Matlab
eingelesenwerdenkann.Dazumußin Matlab nurdie LängederZeilebekanntsein.

C.3 Beschreibung der Kr äfte (gff)

Dateienmit derEndunggff enthaltendieBeschreibungderKräfteim Systemzueinembestimmten
Zeitpunkt.Für jedenKontaktwird eineZeilegespeichert,die folgendesFormathat:
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Feld Inhalt Beschreibung

1 ID Ï Die TeilchennummerdeserstenTeilchenseinerKollision.
2 ID Ð Die TeilchennummerdeszweitenTeilchenseinerKollision. Ist dieserWert = -1,

soist die angegebeneKraft eineEinteilchenkraft,z.B.die Gravitation.
3 ÷ Í Die KoordinatendesSchwerpunktesdeserstenTeilchens.
4 � Í
5 ÷ � DerAufpunktderKraft.
6 � �
7 Ù H Die KomponentenderKraft.
8 Ù-I

C.4 Position und Geschwindigkeit (gpf)

Dateienmit der Endunggpf enthaltendie Beschreibung der Positionenund Geschwindigkeiten
im Systemzu einembestimmtenZeitpunkt.Für jedesPartikel wird eine Zeile abgespeichert,die
folgendesFormathat:

Feld Inhalt Beschreibung

1 ID Die TeilchennummerdesTeilchens.
2 ÷ Die KoordinatendesSchwerpunktesdesPartikels.
3 �
4 W DenRotationswinkel desPartikels.
5 h÷ Die Translationsgeschwindigkeit desPartikels.
6 h�
7 hW Die Rotationsgeschwindigkeit desPartikels.
8 i÷ Die BeschleunigungdesPartikels.
9 i�
10 iW Die Winkelbeschleunigung desPartikels.

C.5 ZeitabhängigeGrößen(gtf)

DieseDateimit derEndunggtf entḧalt die Information,die denZeitverlaufeinigerwichtigerSy-
stemgr̈oßenbeschreibt.Jedesmal,wennein Satzvon gff - undgpf -Dateiengeschriebenwird, wird
eineZeilemit 5 FeldernhintenandieserDateiangeḧangt.

Feld Inhalt Beschreibung

1 Filenumber DiesesFeld entḧalt die laufendeNummerder gff - und gpf -Dateien,die
geschriebenwurden.

2 Time DiesesFeldentḧalt denZeitpunktderSimulation,für diediefolgendenWer-
te gelten.

3 G Der Wert von Ì . Dieser kann sich nur ändern, wenn gc2d mit
USEVARIABLE Gcompiliertwurde.

4 reserviert DasvierteFeldist für zukünftigeErweiterungenreserviert.Im Momentwird
dort derWert 0.0geschrieben.

5 Temperatur Mit gc2d kanndieÄnderungderTeilchenausdehnungaufgrundeinerTem-
peratur̈anderungsimuliertwerden.In diesemFeldwird deraktuelleSkalie-
rungsfaktor für die Teilchengr̈oßegespeichert.Wird USEHEATINGnicht
genutzt,sostehthier derWert 1.0.
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Mit demfolgendenkurzenMatlab-Skript kannmansichalsodenVerlaufvon TemperaturundErd-
beschleunigungdarstellen:

load foo.pgl;
t=foo(:, 2); # Vektor mit den Zeitpunkten
g=foo(:, 3); # Vektor mit den Erbeschleunigung
T=foo(:, 5); # Vektor mit den Temperaturen

hold on
plot(t, g); # g(t)
plot(t, T); # T(t)

C.6 Trajektorien (gpl)

DieseAusgabedateimit der Endunggpl erlaubtes, in sehreinfacherForm die Trajektoriender
einzelnenPartikel darzustellen.DadieseDateisehrschnellsehrgroßwerdenkann,gleichzeitigaber
nichtbei jederSimulationben̈otigt wird, kannmangc2d auchsokompilieren(sieheAnh. E.2),daß
dieseFunktionaliẗat nichtenthaltenist.

Die Datei ist zeilenweiseorientiert; je Zeitschritt wird nur eine Zeile zur Datei hinzugef̈ugt. Die
erstenbeidenZahleneinerZeileenthaltendenZeitschrittunddenWertvon Ì . Danachfolgt für jedes
TeilcheneineSechsergruppevonZahlen.FolgendeWertewerdenproTeilchenabgespeichert,wobei
	 Ó�Â<Ã�Ã�Ã]P Î Â , wenn P Teilchensimuliertwerden.

Feld Inhalt Beschreibung

1 t DerZeitpunkt,zudemdieseZeile geschriebenwurde.
2 g DerWertderErdbeschleunigung,derzudiesemZeitpunktgültig war.
ÚKçMjk	 Id Die Teilchennummer. Über dieseZahl kannein bestimmtesTeilchenin jeder

Zeile identifiziertwerden.
ÞYçMjk	 Typ Der Typ desTeilchens.Normalefreie Teilchenhabehier eine0, Wändeeine2.

WeitereTypensind im Quellcodein derDatei type particle.h beschrie-
ben.

�KçMjk	 x Die X-KoordinatedesSchwerpunktes.
jKçMjk	 y Die Y-KoordinatedesSchwerpunktes.l çMjk	 m�H Die X-KomponentedesGeschwindigkeitsvektors.
ßKçMjk	 m�I Die Y-KomponentedesGeschwindigkeitsvektors.

Ist die Teilchenzahlwährendder Simulationunver̈andert,so läßtsich mit Matlab besondersleicht
die TrajektorieallerTeilchenbestimmen:

load foo.pgl;
t=foo(:, 1); # Vektor mit den Zeitpunkten
x=foo(:, 5:6:end); # Matrix mit allen X-Koordinaten
y=foo(:, 6:6:end); # Matrix mit allen Y-Koordinaten

plot(x, y); # Trajektorie
plot(t, x); # x(t)
plot(t, y); # y(t)
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Anhang D

Ein Präprozessorfür die Eingabedateien

Im AnhangB.1 wird derAufbauderBeschreibungssprachefür granulareSimulationenbeschrieben.
Wie bereitsdort erwähnt,entḧalt dieseSpracheaberkeineKontrollstrukturen,sodaßdasSchreiben
einerderartigenEingabedateinicht sehrkomfortabelist. In ein Programmzur physikalischenSimu-
lation von GranulatenallerdingsnocheinevollständigeProgrammierspracheeinzubauen,erscheint
nichtsinnvoll. Vielmehrliegt esnahe,dieseDateiennichtdirektperHandzuschreiben,sondern̈uber
einenPr̈aprozessordie endg̈ultige Form zu erzeugen.Hier kamenverschiedenenMöglichkeiten in
Betracht.

1. Der Pr̈aprozessorderProgrammierspracheC ist weit verbreitetundhateineeinfacheSyntax.
AllerdingsfehlenElementewie SchleifenundUnterprogramme.Insgesamtist dieserPr̈apro-
zessorzuunflexibel undzusehraufeinevollständigeProgrammierspracheausgerichtet.Daher
wurdedieseVariantenichtgenutzt.

2. M4 ist ein Makroprozessor, der standardm̈aßigauf jedemUNIX-Systemvorhandenist. Ver-
schiedeneKontrollstrukturenfehlen,könnenaberüberinterneMakrosnachgebildetwerden.
Für einfacheErweiterungenist M4 geeignet.Bei komplexerenAufgabestellungenwird die
Syntaxvon M4 allerdingssehrschwerüberschaubar. Ein Interfacezu diesemPr̈aprozessorist
in gc2d nochenthalten,dient allerdingsnur noch der Kompatibiliẗat mit alten Eingabeda-
teien.Die NutzungdiesesInterfacesist nicht mehrempfehlenswert,entsprechendwird diese
Möglichkeit auchnicht weiterbeschrieben.

3. DieSkriptsprachePerlistaufsogutwie jedemUNIX-Systemanzutreffen.Perlisteinevollständi-
geProgrammiersprache,esgibt keinerleiEinschr̈ankungenundsieläßtsichdurchdie Benut-
zungvon Bibliothekenbeliebigerweitern.Ein Interfacezu dieserSpracheist in gc2d imple-
mentiertundwird empfohlen.

D.1 DasPerl-Interface

Die Zusammenarbeitvon gc2d mit Perl wurde so gestaltet,daß man mit Hilfe der Bibliothek
gsi.pm 1 ein Perlprogramm[153] erstellt,welchesvon gc2d dannbeim Start aufgerufenwird.
DazustartetesdenPerlinterpreterundübergibt ihm dieEingabedatei.PerlselbstführtdanndasPro-
grammaus.Als Ausgabewird die normalegsi -Syntaxproduziert.DiesenText liest gc2d dann

1Die Dateigsi.pm befindetsichaufderbeigelegtenCDROM.
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ein und verwendetihn zum Erstellender Simulation.Erstellt manalsoeineEingabedateimit Hil-
fe dieserBibliothek, so schreibtmanein Perl-Programm,dasdie eigentlicheEingabedateierstellt.
EntsprechendsindfolgendeBefehlssequenzen

doublon:˜/gc2d> perl foo.gsi.pl > foo.gsi
doublon:˜/gc2d> gc2d -i foo.gsi

oder

doublon:˜/gc2d> gc2d -i foo.gsi.pl

gleichwertig.

Zu Erläuterungnunein einfachesBeispiel:DasPerlprogramm

use gsi; # Nutzung der Bibliothek

$K = 1; # Ein beliebiger Parameter

General; # Kopfzeile der gsi-Datei
Delta_T(0.000001); # Zeitschritt
Mue_Dynamisch(0.1*$K); # mue mit Hilfe von K berechnen
Basename("output_$K"); # K im Dateiname einbauen
Email("foo\@test.bar"); # eine eMail-Adresse

hatalsAusgabe:

PARAMETERv1.4

# gsi.pm Version 0.99
# original version by Heiko Bauke, extended by A. Schinner
# May 2000 Magdeburg

Delta_t 1.000000e-06
Mue_Dynamisch 1.000000e-01
Basename output_1
Email foo@test.bar

Die Grundfunktionfür einenbeliebigenBefehlentsprichtdabeiim wesentlicheneinemProgramm
mit derForm:

sub Befehl{
my $parameter =$_[0];
printf("Befehl %s\n", $parameter);

}

Zus̈atzlich wird nochüberpr̈uft, ob der Befehl in dieserSektionüberhauptzulässigist und ob die
ParametergewissenBedingungenentsprechen.Die Befehlsnamenselbstsindim AnhangB.1 ange-
geben,wobeizu beachtenist, daßPerlGroß-undKleinschreibung unterscheidetunddie einzelnen
Befehlemit einemSemikolonabgeschlossenwerden.Zus̈atzlichist nochzubeachten:

1. Als ersterBefehlkommtimmerGENERAL.ErerzeugtdennötigenHeaderfür diegsi -Dateien
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Abbildung D.1: Beispielsetuperzeugtmit demPerl-Interface.

2. DerBefehlComment erzeugteineKommentarzeile,beginnendmit einem$.

3. Der BefehlMacro ist ein reinerDummy, er tut nichts.Er dientnur zur optischenStrukturie-
rungderEingabedatei.

4. Dem Befehl Corners übergibt man zwei Listen mit den X- bzw. den Y-Koordinatender
Ecken.

5. Findetgc2d einenFehlerin derEingabedatei,sogibt esdieZeilennummerdergsi -Dateian,
nichtdesPerlfiles!

Als BeispielnuneineEingabedateiin Perl-Syntax,essindZeilennummernmit angegeben,die in der
eigentlichenDateinicht vorhandenseindürfen.

01: use gsi;
02:
03: General;
04: Delta_T(0.000001);
05: E_Modul(1E8);
06: Gamma(0.1);
07: Basename("demo");
08: Mue_Dynamisch(0.6);
09: Steps_Data(1000000);
10: Steps_Checkpoint(1000000);
11: Steps_Setup(1000000);
12: Time(0, 0.175);
13: Email("none");
14:
15: Display;
16: Screen(600, 0);
17: Interval(1000);
18: X_Range(-0.1, 1.1);
19: Y_Range(-0.1, 1.1);
20:
21: Wall;
22: Corners([-0.1, 1.1, 1.1, -0.1],[-0.01, -0.01, 0., 0.0]);
23:
24: @ecken_x=(0.0, 0.1, 0.1, 0.0);
25: @ecken_y=(0.0, 0.0, 0.1, 0.1);
26:
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27: for ($cnt=1;$cnt<10;$cnt++){
28: Particle;
29: Com($cnt*0.11, 0.05+$cnt*$cnt*0.01);
30: Corners(\@ecken_x, \@ecken_y);
31: }
32: EOF;

Zeile1 bindetdienotwendigePerlbibliothekein,mit Zeile3 wird derHeadergeschrieben.Zeile4 bis
21 entsprechendirekt dengsi Befehlen,nur daßdie Parameterin Klammerngeschriebenwerden,
Stringsauchnoch in Anführungszeichen.Zeile 22 zeigt denetwasver̈andertenBefehlsaufbaubei
derAngabevon Ecken.In Zeile 24 und25 werdendie Eckenfür die Teilchenvordefiniert.In Zeile
27 beginnt eineSchleifemit der Zählervariablen$cnt . Zeile 29 setztdanndasPartikel auf eine
Positionin Abhängigkeit desZählers.Zeile 30 beschreibtdie Ecken,wobeidie Liste derEckenals
Referenz̈ubergebenwird. Die erzeugteSimulationist in AbbildungD.1 gezeigt.

In Kombinationmit derKommandozeilenoption-P ‘‘string’’ ist esauchnochmöglich,dem
Perlskriptzus̈atzlicheParameterzu übergeben.BeimAufruf desPerlinterfacesgibt gc2d denString
als zus̈atzliche Kommandozeilenoptionmit an. In Perl selbststehendieseWerte dann im Array
@ARGVzur Verfügung.Wird alsogc2d z.B. mit der Option -P "0.6 20" aufgerufen,können
diesesWertedannfolgendermaßenin derSteuerdateiweiterverarbeitetwerde:

$mue = $ARGV[0];
$N = $ARGV[1];

Eswäredann$mue=0.6und$N=20.

Eine hervorragendeEinführungin Perl bietetdas“Kamel Buch” von Wall et al. [166]. Es existiert
auchnocheineDateixemacs-addon 2 für denEditorXEmacs.FügtmandieseDateiin dieprivate
.emacs -Dateiein,sobeherrschtderEditornochSyntaxhighlightingfür dieseEingabedateien.

D.2 Makr obibliotheken

Um die Vorteile desPerlinterfaces(sieheAnhangD.1) nochbequemernutzenzu können,wurden
weitereBibliothekenerstellt.Mit diesenBibliothekenist esmöglichmit einemeinzigenBefehlspe-
zielle Teilchen,komplizierteTeilchenanordnungenoderaufwendigeWandgeometrienaufzusetzen.
Die einzelnenBibliotheken sollenim folgendenerklärt werden.Für die Beschreibungaller Befehle
geltenfolgendeAbkürzungen:

÷ X-KoordinatedesTeilchenschwerpunktes
� Y-KoordinatedesTeilchenschwerpunktes
W Rotationswinkel desTeilchens
P Die ZahlderEckenbei einerRundung

D.3 Kr eise

Mit denBefehlendieserBibliothek spheres.pm 3 kannmaneinfachkreisf̈ormigeTeilchenauf-
setzen.Da bei gc2d immermit Polygonengearbeitetwird, sindwerdenKreisedurchregelmäßige
N-Ecke approximiert.

2Die Dateixemacs-addon befindetsichaufderbeigelegtenCDROM.
3Die Dateispheres.pm befindetsichaufderbeigelegtenCDROM.
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      0.00000000

b) c) d) e)a)

Abbildung D.2: Abgebildetsind hier typischeTeilchenformen,die in denAbschnittenD.3, D.5
und D.4 beschriebenwerden.a) sphere b) ellipse c) rectangle d) rectangle cut
e) rectangle round

gc2d sphere (÷ , � ,n , P );

Erzeugtwird ein kreisf̈ormigesTeilchenmit demRadiusn .

gc2d sphere wall (÷ , � ,n , P );

Erzeugtwird einekreisf̈ormigeWandmit demRadiusn .

gc2d sphere7 (÷ , � ,n );

gc2d sphere10 (÷ , � ,n );

gc2d sphere20 (÷ , � ,n );

gc2d sphere50 (÷ , � ,n );

DieseBefehleentsprechendemeinfachenBefehlfür kreisf̈ormigeTeilchen,wobei P im Befehlsna-
menkodiertist.

D.4 Ellipsen

Mit den BefehlendieserBibliothek ellipses.pm 4 kann man einfach ellipsenf̈ormige Partikel
erzeugen.

gc2d ellipse (÷ , � ,nwÏ ,n�Ð , P );

Die WertenwÏ und n�Ð gebendieLängenderHalbachsenderEllipsedar, in diedasN-Eckeinbeschrie-
benwird.

gc2d ellipse7 (÷ , � ,n );

gc2d ellipse10 (÷ , � ,n );

gc2d ellipse20 (÷ , � ,n );

gc2d ellipse50 (÷ , � ,n );

DieseBefehleentsprechendemeinfachenBefehlfür elliptischeTeilchen,wobei P im Befehlsnamen
kodiertund WFÓ�À ist.

4Die Dateiellipses.pm befindetsichauf derbeigelegtenCDROM.
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D.5 Rechtecke

Der Bibliothek rectangles.pm 5 stellt Befehlebereit,um rechteckigeTeilchenzu generieren.
Die Rechtecke mit abgeschr̈agterundabgerundeterEckesindbei regulärenAnordnungennumerisch
etwas“gutmütiger” alsdieeinfachenRechtecke,dadieSchnittpunktederUmrisseeindeutigdefiniert
sind.Diesist bei Rechtecken,derenKantenexaktuebereinanderliegen, nicht derFall.

gc2d rectangle (÷ , � , Û , V , W );
Die Werte Û und V gebendie Breiteunddie HöhedesRechtecksan.

gc2d rectangle cut (÷ , � , Û , V , W , o );
Die Werte Û und V gebendie Breiteunddie HöhedesRechtecksan.Bei dieserForm desRechtecks
werdendie Ecken abgeschr̈agt, manerḧalt alsoein Achteck,die Kantenwerdenauf die Länge Ûtè
áeÂ Î ÝFo�ã bzw. V�è�áeÂ Î ÝFo�ã verkürzt.

gc2d rectangle round (÷ , � , Û , V , W ,n , P );
Die Werte Û und V gebendie Breiteunddie HöhedesRechtecksan.Bei dieserForm desTeilchens
werdendie Ecken abgerundet.Der Wert n gibt denRadiusdesViertelkreisesan,der in jedeEcke
eingepaßtwird, P die Zahl seinerEcken.

gc2d square (÷ , � , Û , W );

gc2d square cut (÷ , � , Û , W , o );
gc2d square round (÷ , � , Û , W ,n , P );

DiesedreiBefehlegenerierenquadratischeTeilchen;sieentsprechendenKommandosderRechtecke
für denFall ÛtÓ_V .

D.6 Regul̈are Haufen

DerBibliothek heap.pm 6 stelltFunktionenbereit,um reguläreSandhaufenaufzusetzen.

Die erstenvier Parametersindbei denfolgendenRoutinengleich, ÷qp und ÷�r gebendenlinken und
rechtenRanddesHaufensan, �  seineBasissowie s den“Böschungswinkel”.

gc2d heap hexagonal spheres (÷qp , ÷qr ,�  ,s , Û );
gc2d heap rectangular spheres (÷qp , ÷ r ,�  ,s , Û );

Mit diesenBefehlenkönnenHaufenmit kreisf̈ormigenPartikeln generiertwerden.Der Parametern
gibt dabeidenRadiusderScheibenan.Auch hier ist essinnvoll, bei derhexagonalenVariantedie
BedingungsqÁ ëkt î ê�ë�ì áeÝ�ã einzuhalten.

gc2d heap hexagonal rectangles (÷qp , ÷ r ,�  ,s , Û , V );
gc2d heap rectangular rectangles (÷qp , ÷ r ,�  ,s , Û , V );

Die ParameterÛ und V bestimmendie Breiteunddie HöhedereingesetztenTeilchen.Bei derhexa-
gonalenVariantedesBefehlsist essinnvoll, die BedingungsôÁ ëkt î ê�ë�ì á Ð `b]ã einzuhalten,da sonst
überḧangendePartikel entstehen.

gc2d heap hexagonal squares (÷qp , ÷ r ,�  ,s ,n , P );

5Die Dateirectangles.pm befindetsichaufderbeigelegtenCDROM.
6Die Dateiheap.pm befindetsichaufderbeigelegtenCDROM.
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      0.00000000

b)

c) d)

e) f)

a)

Abbildung D.3: Hier sind die verschiedenenAnordnungenvon regulärenHaufendargestellt,die
in AbschnittD.6 beschriebenwerden.a)hexagonal spheres b) rectangular spheres
c) hexagonal rectangles d) rectangular rectangles e) hexagonal squares
f) rectangular squares

gc2d heap rectangular squares (÷qp , ÷ r ,�  ,s ,n , P );

DieseBefehlesinddenBefehlenfür dieRechteckesehrähnlich,eswerdennurQuadratealsTeilchen
eingesetzt.Bei derhexagonalenVariantedesBefehlsist essinnvoll, die Bedingungs Á ëkt î ê�ë�ì áeÝ�ã
einzuhalten,dasonstüberḧangendePartikel entstehen.

Beispielefür dieverwendetenBefehlesindin AbbildungD.3 abgebildet.Alle dieseRoutinensetzen
auf zwei Kernroutinenauf, die die Funktionaliẗat für ein Rechtecks-bzw. ein Dreiecksgitterbereit-
stellen.

gc2d heap hexagonal (÷�p , ÷ r ,�  ,s , ÊA÷ , u
� ,Perl-Kommando);

gc2d heap rectangular (÷�p , ÷ r ,�  ,s , ÊA÷ , u
� ,Perl-Kommando);

Die genaueFunktionaliẗat dieserbeidenRoutinenist demQuellcodederBibliothek zu entnehmen,
eine genauereErklärungdesletztenParameterswürde zu sehr in programmiertechnischeDetails
führen.

D.7 RotierendeTrommeln

Mit derBibliothekdrum.pm 7 kannmaneinerotierendeTrommelsimulieren.Dabeidrehensichdie
Wandteilchennicht, habenabereinevirtuelle Geschwindigkeit an der Oberfl̈ache.DasSystemist
dannmit einerfeststehendenTrommel,diemit einerArt Fließbandausgekleidetist, zuvergleichen.

gc2d drum (n , v ,÷ ,� ,m , P );

n gibt denRadiusderTrommelan, v die Wandsẗarke. ÷ und � legendasZentrumderTrommelfest.

7Die Dateidrum.pm befindetsichaufderbeigelegtenCDROM.
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Die Geschwindigkeit m bestimmtdenBetragderTangetialgeschwindigkeitanderTrommelinnensei-
te.DerWert P gibt an,auswievielenPolygonendie Trommelkonstruiertwerdensoll.

D.8 Einlesenvon XFig-Dateien

Die Bibliothek read xfig.pm 8 schafft eine Schnittstellezum ProgrammXFig 9. Damit ist es
möglich,ein Systemmit XFig zuzeichnenundesdannmit gc2d zu simulieren.

gc2d read xfig (Dateiname);

DabeimußdieXFig -DateieinigenAnforderungengen̈ugen,umsinnvoll simuliertwerdenzukönnen:

1. EswerdennurObjektesimuliert,diealsPolygoneabgespeichertsind.Dieswerdenausschließ-
lich mit denBefehlenPOLYGONdrawing , POLYLINE drawing , rectangular BOX
drawing undRegular Polygon erzeugt.Alle anderenObjektewerdenignoriert.

2. Ist einObjektzu100%mit Farbegefüllt, sowird esalsfreiesTeilchensimuliert,ansonstenals
Wand.

3. Da XFig sein Koordinatensystemandersorientiert hat als gc2d , werdendie Y-Werte der
Zeichnungmit -1 multipliziert, manzeichnetalsoim viertenQuadranten.

4. DerZeichenmaßstabist 10:1.

8Die Dateiread xfig.pm befindetsichaufderbeigelegtenCDROM.
9Die verwendeteVersionvon XFig ist “Xfig 3.2patchlevel 2 (Protocol3.2)”.
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Anhang E

Inter na von gc2d

E.1 Kommandozeilenoptionenvon gc2d

Das Programmgc2d hat einige Kommandozeilenoptionen,mit denensich der Ablauf desPro-
grammsbeeinflussenläßt.

-h EinekurzeHilfe zu denKommandozeilenoptionenwird ausgegeben.
-v DasProgrammgibt mehrStatusinformationenausals normalerweise.(ver-

bose)
-g AktivierungdergraphischenOberfl̈ache.
-s Hält die graphischeAusgabean,mankannschrittweisedie Simulationab-

laufenlassen.DieseOptionwirkt nur in Kombinationmit -g .
-l Ignoriert den vorhandenenLockfile. Wird dieseOption angegeben,ist es

möglich,bereitsvorhandeneSimulationsergebnissezu überschreiben!
-t Zahl Mit diesemBefehlkannmanvorgeben,wievieleThreadsparallellaufensol-

len.
-i Dateiname DieseOptiongibt denDateinamenderzusimulierendengsi -Dateian.Wird

dieseOptionnicht gegeben,ist default.gsi alsStandardnamevorgege-
ben.

-P Text Der mit diesemBefehl angegebeneString wird demPerlinterfaceals Para-
metermitgegeben.Zur AuswertungsieheAnhangD.1.

E.2 Konfiguration bei der Kompilierung

Einige Freiheitenin der Manipulationvon Parameternwerdennicht bei jederSimulationben̈otigt.
Ein Beispielhierfür ist die Ver̈anderbarkeit von w . In denmeistenFällenwird manwohl wyx const
annehmen,eineNeuberechnungvon w würdenurRechenzeitverschwenden.

Außerdemist eserforderlich,daßgc2d auchaufRechnernzu übersetzenist, die bestimmteBiblio-
thekenfür die Grafik oderdie Parallelisierungnicht haben.Aus diesemGrundist esmöglich,durch
bestimmteDefinitionenin derDateigstd.h nurdie ben̈otigtenProgrammf̈ahigkeitenzu kompilie-
renundeinigeParameteranzupassen.Dieshilft, unn̈otigeRechenzeitzusparenundermöglichteine
verbessertePortabiliẗat.
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USETHREADS DasProgrammwird so übersetzt,daßThreadszur Parallelisierungver-
wendetwerden.Die Kommandozeilenoption"-t" wird aktiviert.

USESYSTEMINFO Beim Startwerdendie systemspezifischenDatenausgegeben.DieserPa-
rameterist nuraufSOLARIS-Rechnernsinnvoll.

USEGTK Das Programmwird so übersetzt,daßdie GTK-Bibliothek zur graphi-
schenDarstellungverwendetwird. Die Kommandozeilenoption"-g"
und"-s" werdenaktiviert.

USEHEATING DasProgrammwird soübersetzt,daßeineGrößenver̈anderungderParti-
kel aufgrundeinerTemperatur̈anderungsimuliertwerdenkann.Die gsi -
BefehleHEAT* werdenaktiviert.

USELOCALSCALE Das Programmwird so übersetzt,daß jedes Partikel einen eigenen
Größenskalierungsfaktor ber̈ucksichtigt.DiesesFeaturewird allerdings
noch nicht genutzt;der Skalierungsfaktor ist standardm̈aßig gleich eins
undwird nichtver̈andert.

USEVARIABLE G DasProgrammwird so übersetzt,daßeineÄnderungdesWertesvon w
möglich ist. Die gsi -BefehleG * werdenaktiviert, derBefehlG ändert
die Zahl seinerParameter.

USEDUMPLINE Die Ausgabevon DateiendesTyps .gpl wird aktiviert. Der gsi -Befehl
Steps Dumpline wird aktiviert. Im allgemeinenist es sinnvoll, die-
seAusgabedateinicht zu erzeugen,dasiesehrschnellsehrgroßwerden
kann.

NICENESS Auf einemUNIX-Systemversuchtgc2d seinePriorität soweit herunter-
zusetzen,daßesdenlaufendenBetriebnicht stört. Der möglicheBereich
ist 0 bis 19, bei 19 ist gc2d besonders“nett” zu anderenProgrammen,
bei 0 versuchtesmöglichstviel Rechenzeitzu bekommen.

MAXNUMTHREADS DieserWert gibt die maximaleZahl von Threadsan,die überdie Kom-
mandozeileaktiviert werdenkönnen.

MAXNUMCORNERS DieserWertgibt diemaximaleZahlderEckenfür einPolygonan.Gleich-
zeitig bestimmter die Zahl derFelderin denggf -Dateien.DieserWert
mußbei der Auswertungder ggf -DateiendurchMatlab ber̈ucksichtigt
werden,derStandardist 64.

E.3 GraphischeÜbersicht der Funktionsaufrufe

In AbbildungE.1 sind die Funktionsaufrufevon drei wichtigenUnterprogrammendargestellt.Von
der Routinemain sind die wichtigenAufrufe der Hauptschleifedargestellt;Initialisierung,Grafik
undDateimanagementsindnichtdargestellt.AnhandderFunktioninitialize particle kann
manerkennen,welcheVorbereitungsmaßnahmengetroffenwerdenmüssen,wenneinneuesTeilchen
in die Simulationeingef̈ugt wird. Die graphischeDarstellungder Routineclosest features
läßtsehrscḧon die einzelnenlogischenEbenendesAlgorithmuseserkennen,

E.4 Struktur en

Alle logischenDatengruppenwurdenbeiderEntwicklungvongc2d in Strukturenzusammengefaßt.
SoisteineErweiterungderProgrammfunktionaliẗat deutlicherleichtert.In derfolgendenTabellesind
die wichtigstenStrukturenkurzbeschrieben:
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Struktur Dateiname Beschreibung
particle type particle.h DieseStrukturbeschreibtdie zentralenEigenschaf-

teneinesTeilchens,wie die LagederEcken,Maße,
Geschwindigkeit, Beschleunigungenetc.

boundingbox type boundingbox.h Diese Struktur entḧalt eine Begrenzung einer
Bounding–Box.

feature type feature.h DieseStrukturentḧalt die Beschreibung der Ecken
oderKantendesTeilchens.

collision type collision.h Diese Struktur entḧalt Daten über die Kollision
zweierTeilchen.DieseStrukturwird sowohl für die
Kollision zweierBounding–BoxesalsauchderTeil-
chenselberverwendet.

threadjob type threadchunk.h Mit dieser Struktur wird eine Arbeitseinheit für
einenThread(siehe2.4.4)verwaltet.

drop source type dropsource.h EineTeilchenquelle

WeiterStrukturenfür die Grafik oderdasDateimanagementfindensich im Quellcode.Alle Struk-
turensind in eigenenDateiendeklariert,die mit type beginnen.JededieserDateienentḧalt auch
allenotwendigenDefinitionen,diezureinfachenNutzungderentsprechendenDatentypennotwendig
sind.

In AbbildungE.2 ist schematischderZusammenhangderStrukturendargestellt.Man erkenntdort
beispielsweisedie OrganisationderEckenundKantenalsRing oderdaßdie Boundingboxesderx-
undy-Achsein zweiseparatenListenverwaltetwerden.
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Abbildung E.1: Dargestelltwerdendie FunktionsaufrufedreierwichtigerProgrammteile:a)clo-
sest feature zur Abstandsberechnungb) initialize particle zeigtdie notwendigen
Aufrufe zur InitialisierungeineseinzelnenSandkornsundc) dieHauptschleife.
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boundingbox_*_* sind vom Typ SENTINEL

N:=MAX_NUM_CORNER1 CF_EDGE

CF_EDGE

CF_VERTEX

2

collision
particle*

...
array y[0]

features*

features*

collision_list.next*

boundingbox_x_min*

boundingbox_x_max*

boundingbox_y_min*

boundingbox_y_max*

y[N  ]1

array x[0]
...

x[N  ]1

2

2

2

2

previous*

next*

particle
next*

previous*
particle

boundingbox BEGIN boundingbox END

particle* particle*
value* value*

collision

Liste kann leer sein

X-Achse

Y-Achse

analog zur Y-Achse

B

A

C1

C2

D

Abbildung E.2: ZusammenhangderStruktureninnerhalbvon gc2d : A Ring derEckenundKan-
ten,B ListeallerKollisionen,diezudiesemTeilchengeḧohren,C1,C2 ListederBounding–Box-
Begrenzungenfür die x- undy-AchseD die Liste allerTeilchen
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Anhang F

Gear Predictor-Corr ector

GegebenseidieDifferentialgleichungz|{~}/�|x_���/�-�>z��>z����>z�� �7�-�-�-���>z|{~}/������� undein ���_� . Dannseiy ein
Vektor, der z unddie ersten� Ableitungenvon z entḧalt, unddie Form

y x

z
z��
z � �
...

z|{~�F�

(F.1)

hat. � seieine �����N�F���c�����M�F� Matrix, sowie c einVektormit der �����N�F� Elementen.Dannkann
nach[116] jedeMultivalue-1Predictor-Corrector-Methode in derForm

y�'� {5�]� x_� y� ��� Predictor (F.2)

y�'� {~�T����� x y�'� {~�R� ���'��� y��� {<�T� �¡ £¢_¤ Corrector (F.3)

geschriebenwerden.DasPrinzip desVerfahrensist es,zuerstmit Hilfe der ersten� Ableitungen
von z einenneuenWert für dieseAbleitungenvorauszusagen(Predictor).Dannwird mit Hilfe von
���/�-�>z��>z����>z�� ���-�-�-���>z|{~}/�����G� an dieservorhergesagtenStelleeineKorrekturfür dieseWerteberechnet
(Corrector),dieskann   –malgeschehen.Auffällig ist, daßderPredictornicht von derzu lösenden
Differentialgleichungabḧangt,sondernnurvon y.

Für denPredictorbeim6-Value-Gear-Predictor-Corrector gehtmanvon derTaylorentwicklung

����¥R�M¦§�¨x
©
��ª �

¦ �«�¬ � { � � ��¥�� (F.4)

1Hier werdennur die sog.Multivalue-Verfahrenbetrachtet.Bei Multistep-Verfahrenerfolgt der Predictorschrittmit
Hilfe der letztenSchritteder Lösungsverfahren.Im Vergleich zu denMultivalue-Verfahrenhabensie denNachteil,nur
sehrschwerfür einen

”
AdaptiveStepsize“ geeignetzusein.Außerdemmüssenvor BeginnderSimulationenz.B.mit Hilfe

desRunge-Kutta-VerfahrensStartwertefür die “letzten” Schrittebestimmtwerden,damitdasVerfahrenkorrektbeginnen
kann.Zudemist essehraufwendig,währenddesLaufs die OrdnungdesVerfahrenszu ändern.In [116,117] wird noch
erwähnt,daßbeiMultivaluemeistdieKoeffizienten kleinersindalsbeiMultistep.DieskommtderGenauigkeit in Bezug
aufRundungsfehlerzugute.



152 GearPredictor-Corrector

aus.Dabeiwerden ���/�-� , ®�q�/�-� bis � {5¯]� �/�°� jeweils entwickelt, wobei immer nach � {5±]� abgebrochen
wird.

���/�3�M²��-�³x_���/�°���U²���´#µ {<¶��´ ¶ �_· ¶�¸¹ ´ ¸ µ {<¶��´ ¶ ¸ �º· ¶7»¼ ´ » µ {~¶��´ ¶ » �º· ¶/½¹ ¯ ´ ½ µ {~¶��´ ¶ ½ �º· ¶7¾� ¹ � ´ ¾ µ {~¶��´ ¶ ¾ (F.5)¿ ���/�3�M²��-�¿ � xÀ´�µ {<¶��´ ¶ �M²��#´ ¸ µ {~¶��´ ¶ ¸ � · ¶ ¸¹ ´ » µ {~¶��´ ¶ » � · ¶ »¼ ´ ½ µ {~¶��´ ¶ ½ � · ¶ ½¹ ¯ ´ ¾ µ {~¶��´ ¶ ¾ (F.6)
¿ ¹ ���/�Y�M²��-�¿ � ¹ xÁ´ ¸ µ {<¶��´ ¶ ¸ �U²���´ » µ {<¶��´ ¶ » �_· ¶ ¸¹ ´ ½ µ {<¶��´ ¶ ½ �º· ¶ »¼ ´ ¾ µ {<¶��´ ¶ ¾ (F.7)

... (F.8)¿ ± ���/�Y�M²��-�¿ � ± xÁ´ ¾ µ {~¶��´ ¶ ¾ (F.9)

Die einzelnenAbleitungenwerdendannzeitskaliert,sodaßmit Â � xÃ���/�°� gilt

Â � x ²�� �«�¬
¿ � Â �¿ � � � (F.10)

also Â � �/�-�ÄxÅ²�� ´�ÆÈÇ´ ¶ , Â ¹ �/�-�ÄxÉ· ¶�¸¹ ´ ¸ ÆÈÇ´ ¶ ¸ usw. Damit läßtsichdanndasGleichungssystemF.9 in der
Form

Â]Ê� �/�Y�M²��-�Â]Ê � �/�Y�M²��-�Â]Ê¹ �/�Y�M²��-�
Â ÊË �/�Y�M²��-�
Â]Ê¯ �/�Y�M²��-�Â Ê± �/�Y�M²��-�

x

� � � � � �
¤ � Ì ÍÏÎ Ð
¤ ¤ � Í Ñ �F¤
¤ ¤ ¤ �ÏÎ �F¤
¤ ¤ ¤ ¤ � Ð
¤ ¤ ¤ ¤ ¤ �

�

Â � �/�-�Â � �/�-�Â ¹ �/�-�
Â Ë �/�-�
Â ¯ �/�-�Â ± �/�-�

(F.11)

schreiben.Dabeiist dieMatrix diePascalscheDreiecksmatrix,die allgemeinbestimmtist durch

ÒqÓ � Ô x
� falls Õ�xÃ�
¤ falls Õ�ÖN×ÒØÓ � Ô ��� �

ÒqÓ
��� � Ô ��� sonst

(F.12)

mit Õ��>×�x_�YÙ-Ù-Ù « .

Damit ist derPredictorpassendzu GleichungF.3 bestimmt.

BeimGear-PCwird nureinmalkorrigiert.Dieshatfür dieSimulationdanndenVorteil, daßauchdie
Kraftberechnungnureinmaldurchgef̈uhrt wird.

Jetztist zubeachten,daßderKorrekturschrittabḧangigvonderOrdnungderzu lösendenDifferenti-
algleichungist.

Eswird ²ÚÂ berechnet,dasdenUnterschiedzwischendemausGleichungF.11vorhergesagtenÂ Ê� und
demWert,derdurchAnwendungderDGL aufdie vorhergesagtenWerteberechnetwurde,angibt.

Für eineDifferentialgleichungderForm

®ÂÛx_����Â9� ²�ÂÚxUÂ]Ü �3Ý Â\Ê � Â]Ü � xÃ����Â]Ê� �ÞÂÛx_����Â9� ist ²�ÂÚxUÂ Ü¹ Ý Â Ê¹ mit Â Ü¹ xÃ����Â Ê� �ÞÂ�xÃ����Âß� ®Â9� ²�ÂÚxUÂ]Ü¹ Ý Â Ê¹ Â]Ü¹ xÃ����Â Ê� �àÂ Ê � � .
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p á � á � á ¹ á Ë á ¯ á ±
1 â ±¹�ã�ã � ¹ ±¹ ¯

Ë ±ä ¹ ±¯ ã �� ¹ �
2

Ë¹ �
¹ ±]�Ë�¼ � � ���� ã �¼ �¼ �

3
Ëã � � â¯�� âã � Ëã �¹ �

4 �Ë � ��/� � ±Ë � �±
Tabelle F.1: In dieserTabellesind die Korrekturfaktorenfür den Gear-Predictor-Corrector6der

Ordnung6 dargestellt.p gibt die Ordnungder zu lösendenDifferentialgleichungan. Weitere
Koeffizientenfür andereOrdnungenfindensichin [116,118].

Dannist derKorrekturschrittdurch

Â Ü� �/�¨�M²��-�Â\Ü � �/�¨�M²��-�Â Ü¹ �/�¨�M²��-�
Â ÜË �/�¨�M²��-�
Â\Ü¯ �/�¨�M²��-�Â Ü± �/�¨�M²��-�

x

Â\Ê� �/�f�U²��°�Â Ê � �/�f�U²��°�Â\Ê¹ �/�f�U²��°�
Â\ÊË �/�f�U²��°�
Â\Ê¯ �/�f�U²��°�Â\Ê± �/�f�U²��°�

�

á �á �á ¹
á Ë
á ¯á ±

²�Â (F.13)

gegeben.

Die Parameterá sindausTabelleF.1ersichtlich.Im Fall derDGL derForm
ÞÂ�xÃ����Âß� ®Â9� wird in [104]

vorgeschlagen,beim5-Value-PCfür á � denWert � â� ¹ � durch � ââ � , undbeim6-Value-PC
Ë¹ � durch

Ë
� ¼ zu

ersetzen.





155

Literatur verzeichnis

[1] F. Spahn,J.M. Hertzsch,andN. V. Brilliantov. Theroleof particlecollisionsfor thedynamics
in planetaryrings. Chaos,Solitons& Fractals, 5:1945,1995.

[2] S.Dippel,G. G. Batrouni,andD. E. Wolf. Collision-inducedfriction in themotionof asingle
particleon abumpy inclinedline. Phys.Rev. E, 54:6845,1996.

[3] S. Dippel. MicroscopicDynamicsof Granular Materials. PhD thesis,Forschungszentrum
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160 LITERATURVERZEICHNIS

[84] H.-G. Matuttis andA. Schinner. Influenceof the geometryon the pressuredistribution of
granularheaps.GranularMatter, 1(4):195–201,1999.

[85] Loic Vanel,DanielHowell, D. Clark, R. P. Behringer, andEric Clement.Memoriesin sand:
Experimentaltestsof constructionhistory on stressdistributions undersandpiles.Physical
Review E, 60(5):R5040–R5043,November1999.

[86] D. C.Hong.Stressdistributionof ahexagonallypackedgranularpile. Phys.Rev. E, 47(1):760–
762,1993.

[87] H.-G.MatuttisandS.Luding. Theeffectof particleshapeandfriction onthestressesin heaps
of granularmedia. In D. E. Wolf andP. Grassberger, editors,Friction, Arching andContact
Dynamics, pages201–206,Singapore,1997.World Scientific.

[88] S. Luding andH.-G. Matuttis. The effect of interactionlaws on the stressesin frictionless
granularmedia. In D. E. Wolf and P. Grassberger, editors,Friction, Arching and Contact
Dynamics, pages207–211,Singapore,1997.World Scientific.

[89] J.P. Wittmer, M. E. Cates,andP. Claudin.Stresspropagationandarchingin staticsandpiles.
J. Phys.I, 7:39–80,1997.

[90] S.F. EdwardsandR. B. S.Oakeshott.Thetransmissionof stressin anaggregate.PhysicaD,
38:88–92,1989.

[91] J.-P. Bouchaud,P. Claudin,M. E. Cates,andJ. P. Wittmer. Modelsof stresspropagationin
granularmedia.In H. J.Herrmann,J.-P. Hovi, andS.Luding,editors,Physicsof Dry Granular
Media, page97,Dordrecht,1998.Kluwer AcademicPublishers.

[92] J.-P. Bouchaud,M. E. Cates,andP. Claudin. Stressdistribution in granularmediaandnonli-
nearwaveequation.J. Phys.I, 5:639–656,1995.

[93] J. P. Wittmer, P. Claudin,M. E. Cates,andJ.-P. Bouchaud. An explanationfor the central
stressminimumin sandpiles. Nature, 382:336–338,1996.

[94] J. P. Wittmer, M. E. Cates,P. Claudin, and J.-P. Bouchaud. Arching effects in the stress
distribution of sandpiles.In R. P. BehringerandJ.T. Jenkins,editors,Powders & Grains97,
page303.Balkema,Rotterdam,1997.

[95] SteveMorris. privatecommunication,2000.

[96] D. Howell andR. P. Behringer. Fluctuationsin a 2D granularCouetteexperiment:A critical
transition.Phys.Rev. Lett., 82:5241,1999.

[97] BrianMiller, Corey O’Hern,andR. P. Behringer. Stressfluctuationsfor continuouslysheared
granularmaterials.PhysicalReview Letters, 77:3110–3113,1996.

[98] O.Tsoungui,D. Vallet,andJ.-C.Charmet.Experimentalstudyof theforcedistributionsinside
2D granularsystems.In H. J. Herrmann,J.-P. Hovi, andS. Luding, editors,Physicsof Dry
Granular Media, volume350 of SeriesE: AppliedSciences. NATO ASI, Kluwer Academic
Publishers,September1997.

[99] R. A. Bagnold.ThePhysicsof BlownSandandDesertDunes. ChapmanandHall, 1956.

[100] M. D. Shattuck,C. Bizon, P. B. Umbanhowar, J. B. Swift, andH. L. Swinney. Patternfor-
mationin vertically vibratedgranularlayers:Experimentsandsimulation.In H. J.Herrmann,
J.-P. Hovi, andS. Luding, editors,Physicsof Dry Granular Media, volume350of SeriesE:
AppliedSciences, pages613–618.NATOASI, Kluwer AcademicPublishers,September1997.



LITERATURVERZEICHNIS 161

[101] H. J. Herrmann,J.-P. Hovi, andS.Luding, editors.Physicsof Dry Granular Media. Kluwer
AcademicPublishers,1997.

[102] JacquesDuran.Sands,Powders,andGrains. Springer, 2000.

[103] T. PöschelandS.Luding,editors.GranularGases. SpringerVerlag,Berlin, 2000.

[104] M. P. Allen andD. J. Tildesley. ComputerSimulationof Liquids. Oxford University Press,
Oxford,1987.

[105] AlejandroL. Garcia.NumericalMethodsfor Physics. PrenticeHall, 1994.

[106] MatthiasMüller andHansJ. Herrmann.DSMC - a stochasticalgorithmfor granularmatter.
In H. J.Herrmann,J.-P. Hovi, andS.Luding,editors,Physicsof Dry GranularMedia, volume
350of SeriesE: AppliedSciences. NATOASI, KluwerAcademicPublishers,September1997.

[107] H. J. HerrmannandM. Müller. Moleculardynamicssimulationsof a chargedgranularme-
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